Gibanje neraztegljive vrvice

11. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza II

Domen Vaupotic

1 Gibanje neraztegljive vrvice

Obravnavali bomo gibanje neraztegljive vrvice, pritrjene na enem koncu. Enacbi, ki popisujeta njeno
gibanje, sta sklopljeni parcialni diferencialni enacbi:
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pri cemer so py gostota vrvice, F = F(s) sila vzdolz vrvice, parametrizirane s parametrom s, in g tezni
pospesek. Dodati moramo Se pogoj za neraztegljivost:
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Pojavi se tezava, saj nimamo enacbe za silo, poznamo le robne pogoje:
x(s=0)=y(s=0) =0, F(s=1)=0.

Tezavo za¢nemo resevati z uvedbo spremenljivke ¢, tako da velja:

% = CcOos a—y = sin
aS - (p) as - (‘p)

s ¢imer avtomatsko zagotovimo neraztegljivost vrvice. Sedaj enacbi 1 in 2 odvajamo po s ter zamenjamo
vrstni red odvodov. Enacbi pomnozimo s sin @ o0z. cos @ ter seStejemo oz. odStejemo:
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Na podoben nacin pridelamo Se izraze za robne pogoje:
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Cetrti robni pogoj, ki velja na koncu vrvice, pove, da je zadnji kocek vrvice tog. Izbrali bi lahko tudi
drugacen robni pogoj, npr. %—ZS‘ZE = m,, ki pomeni, da je na konec vrvice obeSena utez z maso my,.

Zgornje enacbe bomo resili z diskretizacijo po ¢asu in prostoru:

@7 = @(si,tn) si =1As, As=1/N,
FI' = F(si, tn) t, = nAt, At poljuben.



Opravimo najprej z enacbo 3:
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Dobili smo eksplicitno dvokora¢no shemo za @', ki Velja za notranje fragmente vrvice (i =1, 2, ooy N=1 ).
Prvi korak pustimo kar enak zacetnemu: (pz = (pl Potrebujemo Se enacbi za robne tocke. Ce bi spet
uporabili enostransko diferen¢no shemo M ((p?“ (pg“q )/As, bi naleteli na neugodno transcendentno
enacbo, zato uporabimo raje simetri¢no dlferenco JJ— ~ ((p?+1 (pz)l+1 )/(2As). Pridelamo:
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Opravili smo s ¢asovnim korakanjem, potrebujemo pa e nacin za izracun F(s,t). Diskretizirajmo enacbho
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Pridelali smo tridiagonalni sistem, dodamu mu $e robna pogoja:
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o =F+ As-sin g,
N =0.
Postopek resevanja je iterativen:
1. Izracunaj F(s,t) iz @(s,t) in @(s,t — At).
2. Izracunaj @(s,t+ At) iz @(s,t), @(s,t — At) in F(s,t).

3. Ponavljaj 1. in 2. do zelenega koncnega cCasa.

1.1 Energija vrvice

Iz @(s) moramo najprej izracunati obliko vrvice:
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Prav tako potrebujemo translacijsko in kotno hitrost:
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Sedaj lahko izracunamo celotno energijo i-tega koscka:
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pri ¢emer sta my = piAs in l; = As. Celotna energije vrvice je vsota vseh prispevkov:



2 Rezultati

Oglejmo si za zacetek gibanje vrvice, ki jo spustimo z zacetnega kota @y = 7/4, prikazano na sliki
1. Opazimo, da je gibanje dokaj periodi¢no, predvsem v koordinati x, v koordinati y pa prihaja do
razli¢nih amplitud in vmesnih motenj. Konec vrvice potuje po skorajsnjem kroznem loku. Energija v
prvih nekaj korakih mocno poskoé¢i (prikazano na pomanjsanem grafu), kar je posledica nefizikalnega
zacetnega pogoja: za popolnoma napeto vrvico v obliki daljice bi namre¢ potrebovali neskonéno veliko
silo. K sreci ta nefizikalni zacetni pogoj ze po nekaj korakih skonvergira in ne povzro¢a dodatnih tezav.
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Slika 1: Gibanje vrvice, spuséene s @o = 7/4. Prikazanih je nekaj vmesnih oblik vrvice (barvno) in
trajektorija konca vrvice (sivo) (levo zgoraj), polozaja y (desno zgoraj) in x (levo spodaj) konca vrvice

ter celotna energija vrvice (desno spodaj). Stevilo fragmentov, N = 50, velikost koraka, At =1 x 1073.

Na sliki 2 je prikazano gibanje vrvice, ki smo ji na koncu dodali manjso utez (nehomogeni robni pogoj
za %isée). Opazimo, da je gibanje manj kaoti¢no in da konec vrvice opisuje lepsi krozni lok. Graf energije
je sicer nekoliko nesmiseln, saj bi k energiji vrvice moral pristeti Se potencialno in translacijsko kineti¢no

energijo utezi. Gibanje vrvice pri razli¢nih pogojih je prikazano tudi v prilozenih video animacijah.

2.1 Vpliv velikosti ¢asovnega koraka

Pri resevanju sklopljenih PDE je zelo pomembna velikost ¢asovnega koraka, At, saj lahko prevelik korak
vodi v nestabilne resitve. Na sliki 3 je prikazan vpliv velikosti koraka na obnasanje vrvice. Opazimo, da
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Slika 2: Gibanje vrvice, spuséene s @ = 1/4, ki ima dodano utez my, = 2. Stevilo fragmentov, N = 50,
velikost koraka, At =1 x 1073.

pri At = 0,01 resitev ze kmalu po zacetku simulacije divergira. Nadaljnje zmanjsevanje koraka ne vpliva
ve¢ bistveno na polozaj vrvice, vidimo pa Se opazne razlike pri energiji.

2.2 Vpliv stevila fragmentov
Na sliki 3 je prikazan vpliv §tevila fragmentov na obnasanje vrvice. Opazimo, da se pri bolj fino diskre-
tizirani vrvici energija bolje ohranja.

2.3 Vpliv zacetnega kota

Oglejmo si, kako zacetni kot, @p, vpliva na obnasanje vrvice, kar je prikazano na sliki 4. Opazimo,
da premajhen zacetni kot (vrvica preve¢ vodoravno) vodi v bolj kaotitno obnasanje, ki po nekaj casa
zbezlja. Z zmanjSevanjem kota se tudi bolje ohranja celotna energija vrvice. Metoda seveda deluje tudi
za zacetni kot @o = 90°, kjer vrvica miruje.
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Slika 3: Vpliv velikosti ¢asovnega koraka, At, (levo) in Stevila fragmentov, N, (desno) na obnaSanje

vrvice (levo)
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Slika 4: Vpliv zacetnega kota, @o, na obnasanje vrvice.




