Metoda konc¢nih elementov: lastne resitve

8. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza II

Domen Vaupotic

1 Metoda konénih elementov — lastne vrednosti

Zanimamo se za lastne nacine nihanja razlicnih open netriviralnih oblik. Resitve dobimo z iskanjem
lastnih vrednosti operatorja V2 4 k?, problem pa prevedemo v variacijsko obliko:

1 1
Vu+kKu=0 = S(u)= E(Vu, Vu) — EA(u,u)
Resitev poisc¢emo z nastavkom:
U(X»U) = Z Cidh(X)U))
pri ¢emer so ¢; poskusne funkcije. Minimizacija funkcionala po (,(? CS] = 0) vodi v iskanje posplosenih

lastnih vrednosti Ac = ABc, pri ¢emer so elementi matrik enaki:

Ay = (Vi, V)

Bij = (d1, 5)
Ce uporabimo najpreprostejse piramidalne poskusne funkcije ¢y, se matriéni elementi izrazijo kot:
Ai=) qem FJ{ ) Ay =Y x(j, k)x( 4,11) fr_y(J, Jy(k, 1)
j,k (1‘]?k) Sha])k)
S(i,j, k) S(i,j, k)
Bu = JZk 6 By = ; 12

Problem posplosenih lastnih vrednosti lahko sedaj resimo z uporabo splosnih knjiznic, lahko pa pred-
hodno problem s transformacijo prevedemo na problem navadnih lastnih vrednosti. Ker je B pozitivno
definitna matrika, jo lahko razstavimo po razcepu Choleskega B = LLT. Sledi:

Ac=ALLTc
L "Ac=AL""LLTe=AL"c
~~
b
LTA(L ") Tb=Ab
C
Cb =Ab

2 Resevanje

Sistem sem zapisal z redkimi matrikami (scipy.sparse) in uporabil metodo za iskanje posplosenih
lastnih vrednosti (scipy.sparse.linalg.eigs). Sistem s potencénimi Galerkinovimi funkcijami sem
reSeval s polnimi matrikami in s transformacijo na navadni problem lastnih vrednosti. Pri tem sem
z metodo za reSevanje trikotnih sistemov scipy.linalg.solve_triangular resil LYT = AT in nato
LC=Y.



3 Polkrozna opna

Analiti¢na resitev za lastne nihajne nacine polkroZne opne, izrazena v polarnih koordinatah, je:

Umn (T> ) = Amn]m(am,nr) Sin(md)))

pri cemer je ], Besselova funkcija reda m, &y n pa njena n-ta nicla. Velja torej, da so lastne vredno-
sti koren Besselovih nicel, A} = A%, = E%Ln' Zaradi enostavnejse primerjave z analiticnimi reSitvami
so v spodnjih rezultatih uporabljeni koreni lastnih vrednosti A¥ = (A¥)'/2 = &, . Na sliki 1 so pri-
kazane prve §tiri lastne vrednosti pri treh razlicnih diskretizacijah polkroga. Prikazana je absolutna
napaka izracunane lastne vrednosti A; od analiticne lastne vrednosti A¥. Opazimo lahko, da diskretiza-
cija z Mathematico daje tocnejse resitve od ostalih dveh diskretizacij. Prikazan je tudi potek tocnosti
s povecevanjem Stevila totk N, na katerega je prilegana potencna funkcija (razen za nakljuéno diskre-
tizacijo): A(N) = a+ BN"Y. Vrednost & nam sluzi za ekstrapolacijo: limn_e A(N) = &, medtem ko
eksponent y pove hitrost konvergence in je pri prikazanih prileganjih znasal y ~ 1.
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Slika 1: Tri razlicne diskretizacije polkroga (levo zgoraj). Absolutna napaka prvih 4 lastnih vrednosti za
polkrozno opno (levo). Prileganje potencne funkcije na izra¢unane lastne vrednosti pri razlicnem Stevilu
tock N (desno zgoraj). Prvih 16 nihajnih na¢inov polkrozne opne s pripadajo¢imi lastnimi vrednostmi
(desno spodaj).



3.1 Potenéni Galerkinov nastavek

Glede na simetrijo polkroga lahko uporabimo boljse poskusne funkcije. S sinusom zagotovimo nicle na
spodnji daljici polkroga, radialno odvisnost pa naj bo potené¢na:

$i = Pmn(r,d) =™ (1 —1)sin(mdp), meN...,neNp
Izberimo si konéno stevilo (N) funkeij ¢y, tako da izberemo stevilo m-jev (Ng) in stevilo n-jev (N;):

(GRS ={d1, 2y, bt = {10, P11, P12y, D1, — 1), P21y P22y ooy Py (1) |
in izracunajmo elemente matrik A in B:

npp= ®[m_y n_] :=r™" (1-r) Sin[m¢]
Grad&[m_, n_] :=Grad[&[m, n], {r, ¢}, "Polar"]

1
Inf+]:= A=Assuming[mez>(, && {k, 1Y e Z,,, ijGradQ[m, k] .Grad&[m, 1] rdld:dlr]
e Jo

(k+1+2k1l+2 (1+k+1)m+am?)

outf+ J=
2(k+1+2m) (1+k+1+2m) (2+k+1+2m)

1
Inf+]:= B=Assuming[meZ>(, && {k, 1Y e Z,,, jj &[m, k] ~&[m, 1] r‘dlqsd]r‘]
o Jo

s

(2+k+1+2m) (3+k+1+2m) (4+k+1+2m)

outf+ ]

b k1l 2kl + k +1 (k+1) (1+1)
In[+ ] CanculaA:—( - + );
2m+k+1 2m+k+1+1 2m+k+1+2
b 1 2 1
CanculaB:—( - . );
2m+ k+1+2 2m+ k +1+ 3 2m+ k + 1 + 4

A == CanculaA &&B == CanculaB // Reduce

out/- = True

Na sliki 2 je prikazana absolutna napaka prvih 9 lastnih vrednosti, izracunanih s poten¢nim nastavkom
pri razlicnem stevilu potenénih funkecij N = N, Ng. Opazimo, da je za izrac¢un visjih lastnih vrednosti
kljuéno vkljuciti zadostno stevilo m-jev (dovolj velik Ny ). Zacuda pa se pri prevelikem stevilu poskusnih
funkcij metoda zlomi in ne najde ve¢ ustreznih lastnih resitev (na grafih se tam ¢rta konca), saj matrika
B ni ve¢ pozitivno definitna. Prav tako pri vi§jih lastnih vrednosti prihaja do netocnosti, saj metoda
vrne nove, vrinjene lastne vrednosti. Za primerjavo z analiti¢cnimi lastnimi vrednostmi bi torej te odveéne
lastne vrednosti moral ustrezno odstraniti.
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Slika 2: Absolutna napaka prvih ¢ lastnih vrednosti A;/AT z Galerkinovim nastavkom poten¢nih funkcij.



3.2 Primerjava metod

V spodnji tabeli sem zdruzil izra¢unane lastne vrednosti pri $tirih razliénih na¢inih racunanjah. Pri me-
todi kon¢nim elementov sem uporabil ekstrapolirano vrednost «. Galerkinova metoda je bila izracunana
zN=N:Ny =3-2=6in N=N;Ng =85 =40. Opazimo, da so nizje lastne vrednosti bolj tocne kot

visje. Galerkinova metoda z zadostnim Stevilom funkcij pa daje najbolj to¢ne lastne vrednosti.

i | Galerkin Ekstrapolacija FEM Galerkin | To¢na vrednost (AY)
N =6 | Kvadratna | Mathematica N =40
1] 3,8319 3,8319 3,8315 3,8317060 3,8317060
2| 5,1366 5,1359 5,1362 5,1356223 5,1356223
3| 7,1845 6,3802 6,3796 6,3801619 6,3801619
4| 8,5007 7,0163 7,0136 7,0155867 7,0155867
5| 10,9408 7,5886 7,5910 7,5883424 7,5883424
6 | 13,0902 8,4192 8,4167 8,417 244 4 8,417 2441
7 8,7694 8,706 8,771483 8 8,7714838
8 9,7573 9,7537 9,7610236 9,7610231
4 Crka Q

Z isto metodo lahko poisemo tudi lastne nihajne nacine poljubno oblikovane opne. Lastne vrednosti so
tokrat izrazene kot A; = A;/7%, tako da jih lahko primerjamo z lastnimi §tevili za kvadratno opno.
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Slika 3: Diskretizacija, lastne vrednosti in lastni nihajni nac¢ini opne v obliki ¢rke Q. Lastni naé¢ini so
izrac¢unani z N = 3159 tockami in diskretizacijo v Mathematici.



5 Slovenija

Za konec si kot zanimivost oglejmo Se lastne nihajne nacine opne v obliki Slovenije. Lastne vrednosti so
skalirane enako kot pri ¢rki Q. Opazimo, da pri visjih lastnih vrednostih érka Q deluje kot obro¢, znotraj
katerega se enakomerno razporedijo minimumi in maksimumi.
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Slika 4: Lastni nihajni na¢ini opne v obliki Slovenije, izra¢unani z N = 1790 tockami in diskretizacijo v
Mathematici.



