Parcialne diferencialne enacbe: lastne resitve

6. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza II

Domen Vaupotic

1 Lastne resitve PDE

Obravnavamo valovno enac¢bo
Viu+ku=0

na kvadratni domeni [0, 1] x [0,1]. Zanimajo nas lastni nihajni nacini, torej lastne funkcije Laplaciana
s pripadajoc¢imi lastnimi vrednostmi. Problem diskretiziramo na ekvidistanéni kvadratni mrezi velikosti
N x N z medmrezno razdaljo h = 1/N, u(x,y) — wj. Z diskretizacijo Laplaciana problem prevedemo

na sistem enacb
1
ﬁ (Z u— 4uij> + kzuij =0,
nn

oziroma strnjeno zapisano v problem lastnih vrednosti matrike A:
Au = Au.

Obicajno nas zanimajo najnizje lastne vrednosti, za kar je najprimernejSa inverzna potencna metoda.
Pri tej metodi tvorimo matriko (A —ol)~', pri Gemer o predstavlja vrednost, blizu katere Zelimo poiskati
lastno vrednost. Iterativno ponavljamo korake:

Yiy1 = (A— GI)’1xi
Xit1 = Yip1/[[Yiill

N
Aip1 =X 1 AXi41

do Zelene natan¢nosti. Prvi korak iteracije ne reSujemo z inverzom, temve¢ kot matri¢no enacbo (A —
O—I)yi+] - Xi.

Problem otezimo tako, da kvadratno domeno naredimo nehomogeno. Resimo ga podobno kot prej,
le da tokrat reSujemo posploseni problem lastnih vrednosti

Ax = ABx,

pri ¢emer je A diskretizirani Laplacian, B pa (diagonalna) matrika obtezitve, ki vsebuje plos¢insko
gostoto posamezne tocke domene. Z nekaj algebrai¢nimi triki lahko problem reduciramo nazaj na navadni
problem lastnih vrednosti Cv = Av, pri ¢emer smo izvedli transformaciji Ci; = Ayj/4/BiiBj; in wy =

Vi/\/BTi-

2 Implementacija

Matriko sem zapisal kot redko diagonalno matriko dia matrix s knjiznico scipy.sparse. Za reSevanje
sem uporabil vgrajeno rutino scipy.sparse.linalg.eigsh, ki poisce lastne vrednosti in lastne vektorje
z inverzno potencéno metodo, tako da nastavimo pomik ¢ = 0. Za izracun natanc¢nosti pri posamezni
iteraciji sem inverzno poten¢no metodo ro¢no implementiral z uporabo scipy.sparse.linalg.spsolve.

3 Rezultati

Casovno zahtevnost rutine eigsh sem meril z obicajnim merjenjem pretecenega Casa, pri cemer sem za
vsak izbran parameter naredil 5 ponovitev in povprecil. Na sliki 1 je prikazana ¢asovna zahtevnost v
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Slika 1: Casovna zahtevnost rutine sparse.linalg.eigsh v odvisnosti od nastavljene tolerance tol

(levo) in velikosti mreze N (desno).

odvisnosti od Zelene natan¢nosti, kar nastavimo s parametrom tol, pri dveh razlicnih velikostih mreze,
ter ¢asovna zahtevnost v odvisnosti od velikosti mreze pri nastavljeni tol = 107>, Opazimo, da ¢asovna

zahtevnost naraica z velikostjo mrezo priblizno t ~ N8,
Za preverjanje tocnosti metode in hitrosti konvergence sem ro¢no implementiral inverzno poten¢no

metodo. Na sliki 2 opazimo, da metoda konvergira ze po prvih nekaj korakih, medtem ko se tocnost
izboljsuje z vecanjem velikosti mreze. Numeri¢ne lastne vrednosti so primerjane z analiticnimi vrednostmi

za lastne vrednosti Laplaciana na kvadratni domeni:

AN =m?+n?e{2,53810,...},

pri ¢emer sem v rezultatih konsistentno izpuscéal predfaktor 2.
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Slika 2: Relativna napaka numeri¢no izra¢unane lastne vrednosti A; za prve tri lastne vrednosti pri treh

razliénih velikostih mreze.

Odvisnost spektra od gostote veckotnika v domeni sem rac¢unal na mrezi velikosti N = 500 s toleranco
107°, tako da je vsako izvajanje rutine eigsh trajalo priblizno 30s. Na sliki 3 je prikazan spekter za
homogeno kvadratno domeno (rdece) in za razli¢ne gostote veckotnika. V spektru homogene domene
opazimo znacilne dvojne degeneracije lastnih vrednosti (A2 = A3,As = Ag,...), ki pa ob prisotnosti
nehomogenosti izginejo. S povecevanjem gostote veckotnika se spekter znizuje — lastne frekvence se torej
zmanjsujejo.

Na slikah 4 in 5 je prikazanih prvih 12 lastnih na¢inov za homogeno in nehomogeno domeno pri treh
razlicnih gostotah. Opazimo, da nihajni nac¢ini homogene domene vsebujejo ve¢ znacilnih simetrijskih

osi, medtem ko se pri nehomogeni domeni simetrija zlomi.



n+p—1

Slika 3: Prvih 25 lastnih vrednosti A,, v odvisnosti od gostote poligona p. Rdeci krozci oznacujejo
homogen kvadrat (p = 1), ¢rtkane rdece Crtice pa analiti¢ne lastne vrednosti za homogeno domeno.
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Slika 4: Prvih 12 lastnih nac¢inov za homogeno domeno (levo) in nehomogeno domeno z gostoto p = 2.
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Slika 5: Prvih 12 lastnih nacinov za nehomogeno domeno z gostoto p = 1/2 (levo) in p = 10 (desno).



