Parcialne diferencialne enacbe: robni problemi in relaksacija

5. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza II

Domen Vaupotic

1 Parcialne diferencialne enacbe

Ukvarjamo se s parcialnimi diferencialnimi ena¢bami (PDE), ki so zelo pomembne pri opisovanju fizi-
kalnih pojavov. Sistem linearnih parcialnih diferencialnih enacb prvega reda lahko zapisemo v matriéni
obliki

Av, +Bv, = ¢,

pri ¢emer sta A in B realni matriki velikosti M x M, vektor v = (v1,V2,...,vm)" predstavlja resitev
sistema, vektor ¢ = (c1,¢2,...,cpm)! pa nehomogene ¢lene. Glede na karakteristiéni polinom p(A) =
det(A — AB) delimo sisteme na hiperbolicne (p(A) ima natanko M nedegeneriranih realnih nicel in (A —
AB)u = 0 ima natanko M neodvisnih resitev), paraboliéne (p(A) ima M realnih nicel, (A —AB)u = 0
nima M neodvisnih resitev) ter elipticne (p(A) nima realnih nicel).

V fiziki pa pogosto nastopajo parcialne diferencialne enac¢be drugega reda, ki jih v splosni obliki
zapiSemo kot v skupine:

AVxx + bvyy + cvyy + dvy +evy + v =Q,

pri ¢emer iS¢emo skalarno resitev v(x,y) na neki domeni znotraj ravnine (x,y), ki ima podane zacetne
in robne pogoje. Klasificiramo jih glede na predznak diskriminante D = b? — 4ac:

* hiperbolicne (D > 0): casovnoodvisni konservativni procesi, ki se razvijajo proti stacionarnemu
stanju
vitcvy =0 advekcijska enacba

Vit = € Vyy valovna enacba
* paraboliéne (D = 0): ¢asovnoodvisni disipativni procesi, ki se razvijajo proti stacionarnemu stanju

vy = DV difuzijska enacba

* elipticne (D < 0): sistemi v ravnovesnih /stacionarnih stanjih, katerih resitve obi¢ajno minimizirajo
ali maksimizirajo ohranitvene integrale sistema (npr. energijo)

Vv =p Poissonova enacba

1.1 Diskretizacija

Parcialne diferencialne enacbe lahko resimo z diferen¢nimi metodami, pri katerih moramo domeno dis-
kretizirati. Obic¢ajno jo diskretiziramo z ekvidistanéno (pravokotno) mrezo, kot je prikazano na sliki 1.
Zvezne spremenljivke tako postanejo diskretne:

XY — X4, Yj j=0,...,Nk=0,...,Ny
v(x,y) — Vx5, Yx) = Vjk

Ax = (Xmax — Xmin)/Nx

AY = (Ymax — Ymin)/Ny

Na diskretizirani mrezi lahko sedaj zapiSemo diferen¢no shemo. Pri tem uporabljamo razli¢ne izraze
za koné¢ne diference:
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Slika 1: Domena diferencialne enacbe, R, in njen rob, 0R, (levo) ter diskretizacija obmoéja (desno).
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Za vsako tocko v notranjosti diferencialno enacbo zapiSsemo z diferen¢no shemo, za robne tocke pa
zapiSemo enacbe robnih pogojev:

* Dirichletov robni pogoj zapiSemo z enostavno enacho, ki podaja vrednost resitve na robu:
!
Wik = fj ke

*x Neumannov robni pogoj je nekoliko zahtevnejsi za implementacijo. Ce Zelimo uporabiti centralno
diferenco, moramo uvesti dodatne navidezne tocke zunaj obmocja R. Obicajno se zato zadovoljimo
z diferenco naprej (v obmodje):

1
= ¢/
U.)ur]’k — uj,k = ijkAX.

Uporabimo lahko tudi diferenco visjega reda, pri kateri se uposteva tudi drugega najblizjega soseda:
!
—3u]-,k + 4u]-+17k —Ujy2k = ij/)kAX,

vendar ta ni primerna za iterativne metode, ki racunajo samo z najblizjimi sosedi.

1.2 Pretok tekocine — Pouisseuillov zakon

V prvem delu se bomo ukvarjali s pretokom tekocine skozi cev z zapleteno geometrijo preseka. Iskali
bomo torej stacionarno resitev enacbe za pretok, ki se v brezdimenzijskih koli¢inah skupaj z Dirichletovim
robnih pogojem glasi:
Viu=1, u| =0.
AR
Zapisimo diferen¢éno shemo za kvadratno mrezo (Ax = Ay = h):

ﬁ(uﬂhk F Uk U e — Ay ) =1



1.2.1 Pouiseillov koeficient

Ce izracunano hitrostno polje integriramo po celotni povrsini, dobimo celotni volumski pretok:

Jju(x»y) dx dy = Dy,
tega pa povezemo s Hagen-Pouisellovim zakonom, iz katerega izrazimo Poisseuilleov koeficient C:

S2p’ pim= 8nd
Poovit oSOV

Oy =C
Vv 8mm S2

1.3 Prevajanje toplote — Fourierov zakon

V drugem delu bomo obravnavali prevajanje toplote skozi enakostraniéni (2r = h) kovinski valj. Zapisimo
najprej zakon prevajanja:
T, = DV2T 4 -,
PCp

ki se v stacionarnih razmerah (T¢ = 0) in brez notranjih izvorov (q = 0) poenostavi na enacbo:
VT =0.

Enac¢bo bomo resevali v cilindri¢nih koordinatah (T = T(r,z)) in iskalni osnosimetri¢ne resitve (brez
odvisnosti od polarnega kota). Parcialna diferencialna enacéba je torej:

02T 10T 92T
2T — —_— —_—— —_—
VT’ar2+rar+az2 0,

robni pogoji pa bodo mesani:

T =T,

GRS

oT

= =—ia=

0R>

S premeteno izbiro mreze (N; = Ny, Az = 2Ar) se diferenéna shema poenostavi v:
1 1 1 1 5
1+ 27] Tj...]yk +(1— 27 Tj_1)k + ZTj’k_H + ZTj’k_1 — ETj’k =0.
2 Metode resevanja

Ko zapisemo vse diferencne sheme in robne pogoje, pridelamo priblizno Ny x Ny enacb za priblizno
Ny x Ny neznank (dejansko stevilo je manjSe, e je domena manjsa od pravokotnika). Zaradi lazje
implementacije vse tocke zlozimo po vrsti v en vektor:

u= (uO,O)uLO»--->uNX,0>uO,1>u1,1>---)uNx‘h---)uNx,Ny)»
sistem enacb pa zapiSemo v matri¢ni obliki:
Au = (.

Resitev naSe parcialne diferencialne enac¢be smo torej prevedli na reSevanje sistema linearnih enacb.
Ker pa je matrika A v splosnem zelo velika in zelo redka, se je smiselno posluziti premetenejsih metod
za reSevanje.

2.1 Direktna metoda

Matri¢no ena¢bo lahko resimo direktno z metodami za reSevanje sistema enacb, kot je numpy.linalg.solve,
ki uporabi razcep LU in sistem resi z zaporednimi direktnimi in obratnimi vstavljanji. Metoda je za velike
mreze pocasna.



2.2 Iterativne metode

Matriéno enacbo resujemo z iterativnimi priblizki w, ki se blizajo pravi reSitvi u. Pri tem v vsakem
koraku zmanjsujemo algebrajsko napako e = u — w in residualno napako r = q — Aw. Iterativni korak
zapiSemo kot:

wh = w4 Br™,

pri ¢emer je B aproksimacija matrike A. Matriko A dodatno razdelimo na spodnje trikotno, diagonalno
in zgornje trikotno A = L+ D + U. Glede na uporabljeni priblizek B ~ A se iterativne metode delijo na
slednje:

metoda matrika B

Jacobi D!

Gauss-Seidel (L+D)™!

SOR w(D+ wLl)~!

Preden zapisemo implementacijo iterativnih metod, zapisimo diferen¢no shemo Se v splosni obliki:
T Lo Ll Lot N
&5 cUi+1,k T &G U —1,k T O Uy k1 T O Wy k—1 — &5 W5k = k-

Za Laplaceov operator na ekvidistan¢ni kvadratni mrezi s homogenimi robnimi pogoji so koeficienti:

4 1
o _ T T2 4 b o
Wk =i Nk = O =0 =05 =~y Gk =0.
Iterativne metode delujejo v zanki po vseh aktivnih tockah mreze:
uf ! ——L[ i — o ul g — o ult g — o ulh g — o ul 4] Jacobi
ik o0, dj,x 3,k Wi41,k kW1 K 3k Wy k41 3,k Wy k-1 )
J)
‘n+1__‘I | n 2 n+1 3 n _ 4 n+1 _Qal
uj‘k — (Xok |:q]‘k Cx]"ku]'+]7k o(.)"ku]-71’k (Xj’ku]')kJr] (X]qu]’kid GaUSS Seldel.
)7

Gauss-Seidelova metoda se od Jacobijeve razlikuje zgolj v tem, da uporablja dve vrednosti sosedov iz
trenutne iteracije.

2.2.1 Metoda pospesene relaksacije (SOR)

Metoda SOR je nadgradnja navadnih iteracijskih metod, pri ktaeri v vsakem iteracijskem koraku sprva
izvedemo en Gauss-Seidelov korak, s katerim izra¢unamo vmesno resitev u]f‘k, nato pa izracunamo utezeno
povprecje med staro in novo vrednostjo:

n+l _.n * n
U *U—jk+w(ujk_ujk)a

pri ¢emer 0 < w < 2 predstavlja prosti parameter, ki nadzoruje hitrost pospesevanja. S poznavanjem
spektralnega radija p; = p(Ry) matrike R} = I — BA lahko dolo¢imo optimalni faktor w, s katerim bo
konvergenca metode najhitrejsa:

2

Wopt = ————.
14+4/1—pf

Ker je racunanje spektralnega radija v sploSnem zahtevno, lahko uporabimo nastavek:

2

Wopt = 77— 7
1+ o
N

pri ¢emer je & neznani parameter, N pa Stevilo tock po enem robu. Ugodno je torej, da na majhni mrezi
poiStemo najoptimalnejsi &, nato pa izra¢unani wept uporabimo pri reSevanju na vecji mrezi.



2.2.2 Pospesevanje Cebiseva

Metodo SOR lahko izboljsamo tako, da faktor pospesevanja postopoma povecujemo proti optimalnemu.
Eno iteracijo razdelimo na dve politeraciji, tako da v vsaki politeraciji obravnavamo samo ene izmed
tock Sahovnice (izmeni¢no érne/bele). V vsaki politeraciji uporabimo faktor pospesevanja wm;

n+1/2) — in velja lim w™ = Wopt-

w® =1, wl
]_—plw(n) n—oo

3 Implementacija

Resevanja problema sem se lotil v sploSni geometriji, tako da sem uporabil knjiznico shapely. Ta
omogoca, da definiramo veckotnik (Polygon) in tocko (Point), nato pa ponuja metodo za preverjanje,
ali tocka lezi znotraj veckotnika. V prvem delu sem obravnaval 6 razli¢nih prerezov cevi, ki so prikazani
na sliki 2.

: Kvadrat 1 Krog 1 Trikotnik
04 . 04, , 01 :
0 1 0 1 0
Kriz 1KvaudratLukn:a 1 Poligon
0 04 0
0 1 0 1 0 1

Slika 2: Razli¢ni prerezi cevi.

4 Rezultati

4.1 Pretok tekoc¢ine

Za zacetek si oglejmo, kakSen matri¢ni sistem resujemo. Na sliki 3 sta prikazana matrika A in vektor q
na manjsi mrezi (Ny = Ny =10). Matrika A je zares zelo redka, nenicelne vrednosti pa so zbrane okoli
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Slika 3: Matrika A in vektor q za poligon.



glavne diagonale. Vektor q je v tem primeru kar konstanten, saj imamo homogene Dirichletove robne
pogoje.
Na sliki 4 je prikazano, kako se pri iterativnih metodah resitev z vsako iteracijo izboljsuje.

Niter =0 Niter =1 Niter =2 Niter =3 Niter =4

Niter =5 Niter =6 Niter =7 Niter =38 Niter =9

Slika 4: Potek resitve med iteracijami.

Izra¢unajmo sedaj optimalni « in s tem optimalni w za metodo SOR. Na sliki 5 je prikazana residualna
napaka pri razli¢nih o« in razli¢nih velikostih mreze N. Opazimo, da smo po 75 iteracijah dobili najbolj
tocno resitev pri oopt ~ 2,2. Podobno je na sliki 6 prikazana residualna napaka za krog. Opazimo, da je
ta napaka v splosnem vecja, kar je posledica oblike kroga. Motnja iz enega roba kroga namrec¢ potrebuje
veliko veé ¢asa (iteracij), da prepotuje do drugega roba, medtem ko je pri poligonu zaradi njegove oblike
ta cas krajsi.
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Slika 5: Residualna napaka za poligon pri razli¢nih vrednostih o« in razli¢nih velikostih mreze N po 75
iteracijah (levo) in povecan prikaz na obmoc¢ju med o« =2 in o« = 2,5 (desno).

Primerjajmo sedaj hitrost razliécnih metod med seboj. Na sliki 7 je prikazan potek residualne napake
med iteracijami za razlicne metode, izracunana pa je tudi hitrost konvergence K s prileganjem premice
na residualne napake med 50. in 100. iteracijo:

logqo It = KNiter + a.
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Slika 6: Residualna napaka za krog pri razlicnih vrednostih « in razli¢nih velikostih mreze N po 75
iteracijah (levo) in povecan prikaz na obmoc¢ju med o« =.5 in « = 1,5 (desno).
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Slika 7: Residualna napaka med iteracijami pri razlicnih metodah (levo) in izra¢unana hitrost konvergence
(desno).

Opazimo, da vse metode konvergirajo enakomerno eksponentno, pri ¢emer je Jacobijeva najbolj
pocasna, nekoliko boljsa je Gauss-Seidelova. SOR je znatno hitrejsi, pri cemer pa moramo izbrati ustrezni
w. Vidimo, da je bil na$ priblizek za optimalni w z izracunanim oep¢ zelo dober. Metoda Cebiseva se
ni odrezala bistveno bolje, kar je verjetno posledica napa¢ne implementacije, saj reSevanje nisem razdelil
na politeracije, temvec le uporabil spreminjajoc¢i se parameter w.

Na spodnjih slikah so prikazana hitrostna polja tekoc¢ine v Sestih razlicnih prerezih. Rezultati so
izrac¢unani z metodo SOR na kvadratni mrezi 75 x 75 in 400 iteracijami. Vse residualne napake so bile
manjse kot 1 x 1077, Izra¢unani Pouisseuilovi koeficienti so prikazani v tabeli 1. To¢nost izrac¢unanih
Pouisseuilovih koeficientov najlazje uvidimo, ¢e si ogledamo koeficient za krozni presek — njegova tocna
vrednost namre¢ znasa 1. Napaka izracunenega koeficienta je tako 3 %.
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Tabela 1: Tabela izracunanih Pouisseuilovih koeficientov.

Oblika S D C
Kvadrat 1,000000 | —0,035124 | 0,882759
Krog 0,784137 | —0,025278 | 1,033246
Trikotnik | 0,500000 | —0,007271 | 0,730 964
Kriz 0,555556 | —0,005733 | 0,466 870
KvadratLuknja | 0,874538 | —0,009053 | 0,297 476
Poligon 0,500000 | —0,003190 | 0,320 690
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5 Prevajanje toplote

Posvetimo se sedaj prevajanju toplote v valju. Plas¢ valja razdelimo na zgornjo in spodnjo polovico.
Spodnjo polovico drzimo pri konstantni temperaturi Ty, zgornjo pa pri T,. Na spodnji osnovni ploskvi
segrevamo s toplotnim tokom J, zgornjo osnovno ploskev pa drzimo pri temperaturi Ty. Za zacetek si
oglejmo hitrost konvergence, ki je prikazana na sliki 8. Konvergenca je znatno pocasnejsa, zato moramo
uporabiti ve¢ iteracij. Na sliki 9 je prikazan primer matrike A in vektorja q; ta tokrat ni konstanten, saj
robni pogoji niso ve¢ homogeni.
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Slika 8: Hitrost konvergence za problem prevajanja toplote.
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Slika 9: Matrika A in vektor q za prevajanje toplote v valju.
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Na spodnjih slikah so prikazani temperaturni profili pri razliénih robnih pogojih. Rezultati so
izracunani na mrezi velikosti 30 x 30 z metodo SOR. Residualne napake so bile manjse kot 1 x 10713, Na
profilu 2 se lahko prepricamo, da metoda dobro deluje, saj je odvod profila na spodnji ploskvi (% z=0)
res enak po celotnem t in enak toplotnemu toku J. Na profilu 2 vidimo tudi paraboli¢en profil, ki je
znacilen za cilindri¢ne geometrije.

Sedaj izolirajmo zgornjo polovico plasca valja. Rezultat je prikazan na sliki 16. Zares, nicelni odvod

temperature na zgornji polovici potrdi, da je plas¢ tam izoliran.
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Slika 10: Temperaturni profil 1.
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Slika 11: Temperaturni profil 2.
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Slika 12: Temperaturni profil 3.
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Slika 13: Temperaturni profil 4.
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Slika 14: Temperaturni profil 5.
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Slika 15: Temperaturni profil 6.
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Slika 16: Temperaturni profil 7.
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