Hartree-Fockova metoda

4. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza II

Domen Vaupotic

1 Hartree-Fockova metoda

Obravnavamo stacionarno Schrédingerjevo enacbo za vecelektronske atome in ione, torej N elektronov v
Coulombskem potencialu, ki ¢utijo medsebojni odboj (korelacije), z upostevanjem Born-Oppenheimerjevega
priblizka mirujocega jedra:

HY(rq,12,...,Tn) = E¥(r1,12,...,TN),
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Resevanje takega problema je tezavno, saj zahteva veliko spomina. Vsak elektron zaseda 3N koordi-
nat. Za numeri¢no simulacijo na intervalu z n tockami potrebujemo torej spomin velikosti n3N| kar je
lahko 7e pri majhnih problemih ogromno (100 to¢k in 4 elektroni: 10%4). Tezavni ¢len v Hamiltonianu
je interakcijski: brez njega se problem trivialno prevede na N-kraten vodikov atom.

Resevanja se lotimo s Hartree-Fockovo metodo, ki jo sestavljajo naslednje premise:

N
H= Hkin + Hpot + Hint =
i=1

1. Valovno funkcijo vecelektronskega sistema sestavimo s Slaterjevo determinanto, ki upoSteva an-
tisimetri¢nost zaradi fermionske narave elektronov. Zaradi poenostavitve bomo obravnavali le
dvoelektronske species, zato je Slaterjeva determinanta enaka

Y(ry, 1) = T |ei(ri)xi(1) @i(r2)xi(2)

V21 [e2(r1)x2(1)  @2(r2)xi(2)]°

pri cemer so @; bazne enoelektronske funkcije, x; pa pripadajoci spinski deli. Za bazne funkcije
bomo uporabili vodikove orbitale 1s, spinski del in normalizacijsko konstanto pa bomo ignorirali.

2. Zapisemo enodel¢ni energiji za oba elektrona, ¢e ju obravnavamo kot prosta delca. Energiji sta
seveda enaki:

Es = E1 = (@1/Hyin + Hpotl >—J m [~ v2 - 2E 10 ) amar

2 = B1 = (Q1|Mkin potl®1) = | P1 m Areor ®1 .
Pri tem velja izpostaviti koli¢ino Z, ki podaja naboj jedra. Z nastavkom ¢1(r) = R(r)/V4nr2 in
upostevanjem analiti¢nih lastnosti radialnega dela valovne funkcije (R(0) = R(oco) = R’(o0) = 0)

pridelamo izraz:
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3. Uvedemo brezdimenzijsko spremenljivko x = r/rg in konstanti rg = 4meoh?/(me?) = 5,291 x 10" m
ter Eo = me*/(32(meoh)?) = 13,6058 eV. Celotno energijo zapisemo kot vsoto kineti¢nega in po-
tencialnega prispevka (izpeljana pri prejsnjem koraku) ter interakcijskega prispevka, ki je posledica
efektivnega (Hartreejevega) potenciala @ (x) zaradi jedra in drugega elektrona:
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4. Potencial drugega elektrona izracunamo iz Poissonove enacbe, pri cemer upostevamo, da je elek-
tronska gostota sorazmerna s kvadratom valovne funkcije (p oc @?):

RZ
V20(x) = dmp = drp? =~
X
katere resitev dobimo z integracijo Greenove funkcije:
1 * R2(y)
o) = | Rway— [ ¥ ay. @)
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5. V izraz za energijo dodamo Se Lagrangev multiplikator (—EEofRz dx) in z wariacijsko metodo
poiScemo resitev:

6. Racunanje sedaj izvajamo iterativno:

(i) Izberemo dober zacetni priblizek za R(x), npr.:

R(x) =2VZ* x Z*e 4",  Z*=Z-— %.

(ii) Iz Poissonove enacbe izracunamo potencial @ (x) (en. 2).

(iii) S tem potencialom resimo Schrédingerjevo enacbo (en. 3) in pridobimo nov R(x) ter novo
energijo €.

(iv) Ponavljamo koraka (ii) in (iii) do konvergence, da dobimo samousklajeno resitev.

2 Resevanje

Za reSevanje Schrodingerjeve enacbe sem uporabil metodo Numerova iz prejsnjih nalog z velikostjo koraka
h. Obmocje integracije sem izbral tako, da sem poiskal povprecni (x) v za¢etnem priblizku R(x):

@ 5
Assuming[2>9, J X (2‘\/7x2Exp[—Zx])2dlx /o> Z——]
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in nato empiri¢no dolo¢il obmocje integracije kot [0, 175 (x)]. Celotno energijo sem izrac¢unal z integracijo

s Simpsonovo metodo po enacbi 1.
Pri resevanju z metodo Numerova je pomembno, da zacetni priblizek za ¢ pri iskanju ni¢le postavimo
dovolj negativen, sicer lahko najde neustrezno oscilirajoco resitev (R’(oo) # 0).

3 Helijev atom
Prvi species, ki ga obravnavamo, je helijev atom, He, Z = 2. ZapiS$imo kemijske reakcije, s katerimi si

razjasnimo pomen ionizacijske energije:

He — Het + e~ AE =Eq;
He® — He** +e~ AE=Ei,

He — He?" +2e¢~ AE=FE;; +Ei,=F*



V zgornjih reakcijah imenujemo Ei1 prva ionizacijska energija in E; > druga ionizacijska energija.
Ker je po dogovoru energija disociiranega jedra in elektronov enaka 0, proglasimo energijo E* za vezavno
energijo atoma. Ta je enaka vsoti ionizacijskih energij. Za atom helija znasa vezavna energija E* =
—79,02eV. Zaradi skladnosti s fizikalnim pristopom bodo vse izpisane energije negativne, ¢eprav so
ionizacijske energije pozitivne (atomu moramo dovesti energijo, da elektron lo¢imo od jedra). Kjer ni
zapisano, je enota energije elektronvolt (eV).

Na sliki 1 so prikazani rezultati Hartree-Fockove metode za helijev atom. Opazimo, da se valovna
funkcija ne razlikuje bistveno od zacetnega priblizka. Energija sicer hitro konvergira, a odstopa od
eksperimentalne na prvem decimalnem mestu.
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Slika 1: Rezultati za helijev atom, izra¢unani z devetimi iteracijami in korakom h = 3 x 10~3. Prikazane
so radialna valovna funkcija, R(x), Hartreejev potencial, ®(x), in ¢(x) za zacetni priblizek in koné¢ni re-

zultat. Graf desno prikazuje spreminjanje energije med iteracijami ter eksperimentalno vrednost (¢rtkana
rdeca ¢rta).

Na sliki 2 je prikazan vpliv velikosti integracijskega koraka na konéni rezultat. Opazimo, da z manjsim
korakom resda dobivamo toc¢nejSo resitev, vendar pri premajhnem koraku ponovno izgubimo to¢nost.
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Slika 2: Vpliv velikosti koraka pri metodi Numerova, h, na energijo.

4 Drugi dvoelektronski species

Obravnavajmo sedaj $e druge dvoelektronske ione, kot so hidridni ion H™ (Z = 1), litijev ion Li* (Z = 3),
berilijev ion Be*" (Z = 4), borov ion B** (Z =5).

Na sliki 3 so prizatani rezultati za katione. Opazimo, da se z naraSCanjem naboja jedra valovna
funkcija pomika zgosc¢uje pri jedru, kar je povsem pri¢akovano. Na grafu napake vidimo, da so rezultati
pri ve¢jih Z znatno manj tocni.

V tabeli 1 sem zbral svoje rezultate vezavnih energij, izracunane s Hartree-Fockovo metodo (Eyyr),
ter jih primerjal z eksperimentalnimi vrednostmi (E*) in izrac¢unal napako. Napaka narasca z ve¢jim Z,
prav tako je znatna pri hidridnem ionu, kar bom pojasnil v nadaljevanju.
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Slika 3: Rezultati za Lit, Be?t, B3*. Na desnem grafu je prikazana tocnost resitve.

Toc¢ne vrednosti sem pridobil iz podatkovne zbirke Wolfram Knowledgebase. Za hidridni ion sem vzel
vsoto prve ionizacijske energije in prve elektronske afinitete, za ostale pa vsoto zadnjih dveh ionizacijskih
energij.

in72)= {{ElementData[1],
Total@eUnitConvert[{ElementData[1l, "IonizationEnergies"],
ElementData[1, "ElectronAffinity"]}, "MolarElectronvolts™]}} // TableForm
Table[
{ElementData[n],
Total@UnitConvert[Take[ElementData[n, "IonizationEnergies"], -2], "MolarElectronvolts"]},
{n, 2, 5}] // TableForm

Out[72)//TableForm=

hydrogen 14.352 eV
Out[73)//TableForm=

helium 79.085 eV

lithium 198.093 eV

beryllium 371.614 eV

boron 599.599 eV

Tabela 1: Numeri¢ni rezultati in eksperimentalno dolocene vrednosti vezavnih energij.

species | Z | Epr [eV] | E* [eV] | napaka [%]
H 1| —13,48 | —14.35 6,1
He 2| —78,87 | —79,01 0,2
Lit | 3| —2006 | 198,09 13
B2t | 4| —379,5 | —371,61 -2,
Be*t | 5| —616,5 | —599,60 -2,8

Preden se posvetimo obravnavi hidridnega iona, si oglejmo, kaksne rezultate dobimo, ¢e dopustimo
neceli naboj jedra. Vezavna energija je prikazana na sliki 4, in sicer na obmoc¢ju Z € [1.2,10]. Opazimo,
da je odvisnost kvadraticna, prilegajoca parabola pa je:

E=aZ>+BZ+y
x=-338 B=493 y=—444.

Za boljso oceno pri manjsih Z sem izracunal Se parabolo na manjSem intervalu (prikazano na sliki 4,
desno):
a=-294 pf=21,0 y=-5/18.
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Slika 4: Vezavna energija za vecji razpon naboja jedra, Z (levo), in priblizano na manjsi interval s
prilegajoco parabolo. Uporabljeni korak integracije h = 8 x 1073,

4.1 Hidridni ion

Lotimo se sedaj hidridnega iona, H™ (Z = 1). Omenimo, da tokrat iS¢emo vezavno energijo kot razliko
prve ionizacijske energije in prve elektronske afinitete, Eq 1:

H— H"+e" AE:Ei)]
H+e — H™ AEZE‘LZ

H — H"+2e¢” AE=FEi; —Eq1=F"

Na grafu 5 so prikazani rezultati. Opazimo, da metoda pri tem species odpove, saj energija ne
konvergira, temve¢ zmeraj bolj skace okoli neke povprecne vrednosti E. Prav tako se izmenjujeta dve
obliki valovne funkcije, kar je bolje vidno na sliki 6. Ocenimo torej vezavno energijo hidridnega iona s
povprecno vrednostjo: E ~ E = —13,48 eV. Energijo bi lahko ocenili tudi s prilegajoco parabolo; pri tem
dobimo vezavno energijo hidridnega iona E ~ —13,58 eV. Z obema metodama torej dobimo priblizno
enak rezultat, ki pa Se zmeraj znatno odstopa (nekaj %) od eksperimentalne vrednosti.

Ce bi s Hartree-Fockovo metodo zeleli pridelati vezano stanje hidridnega iona, bi morali uporabiti
drugacne bazne funkcije oziroma drugacen nastavek za vecdeléno valovno funkcijo. Primer taksnega
nastavka (Chandrasekhar):

W(T],Tz) o e—a‘m—b‘rz + e—b‘ﬁ—m’z,
pri Cemer parametra a in b nista enaka in sprva zlomita permutacijsko simetrijo, ki se nato nazaj
vzpostavi z drugim ¢lenom.
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Slika 5: Rezultati za H . Na grafu energije sta prikazana eksperimentalna vrednost, E*, in povprecje

zadnjih Sestih iteracij, E.



Slika 6: R(x) pri Z =1 za prvih nekaj iteracij. Opazimo izmenjevanje dveh tipov resitve.

4.2 Obmocje konvergence

Ocitno je torej, da Hartree-Fockova metoda z uporabljenimi baznimi funkcijami neha delovati nekje na
obmoc¢ju med Z =1 in Z = 2, kar je prikazano na sliki 7. Metoda deluje, ¢e se zaporedne razlike energije
med iteracijami zmanjsujejo, in ne deluje, ¢e se zaporedne razlike pove¢ujejo. Oba primera sta prikazana
na sliki 7, desno. Ocenjujem, da metoda preneha delovati pri Z = 1,045(5).
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Slika 7: Obmocje Z, kjer metoda preneha delovati. Rdedi krizci prikazujejo resitve, kjer metoda ne
konvergira. Desni graf prikazuje primer resitve, ki konvergira (Z = 1,1), in reSitve, ki ne konvergira

(z=1).

4.3 Obmocje vezanih stanj

Za konec si oglejmo Se, pri katerem Z ne dobimo ve¢ vezanega stanja. Ker metoda neha konvergirati ze
v negativnem obmoc¢ju, bomo lahko razpon vezanih stanj zgolj ocenili. Kjer metoda ne konvergira, sem
torej za vezavno energijo E uporabil izra¢unano povpreéno vrednost zadnjih 6 iteracij, E.

Pri Z < % = 0,3125 bo Z* negativen, zato sem zacetno valovno funkcijo spremenil tako, da sem vzel
absolutno vrednost R(x) = 2+/]Z*| x |Z*| e~ 1£"Ix,

Na sliki 8 je prikazano obmocje, kjer energija spremeni predznak. Ceprav pricakujemo monotono
obnaSanje resitev, so tocke zaradi nestabilnega obnasanja metode in nacina ra¢unanja energije s pov-
pre¢enjem razmetane. Ocenjujem, da je minimalni Z, potreben za vezano stanje, enak Z,in = 0,447(3).
Rac¢unanje je v tem obmodju dolgotrajno, saj je zaradi majhnega Z zahtevani interval resevanja ([0, Ximax])



zelo velik, zato sem interval fiksiral. Povpreéna vrednost, E, spremeni predznak pri priblizno Z ~ 0,25,
medtem ko maksimalna vrednost oscilacij energije postane pozitivna ze pri Z ~ 0,65.
Na sliki 9 sta prikazani resitvi za Z = 0,2 in Z = 0,7, ki sta obe v obmocju nekonvergence metode.
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Slika 8: Obmocje Z, kjer vezavna energija spremeni predznak. Rdeci krizci oznacujejo povpreéno vre-
dnost, z intervalom pa sta oznaCeni najmanjSa in najvecja vrednost energije v zadnjih 6 iteracijah.
Uporabljena sta Xmax =40 in h =1 x 1072,
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Slika 9: Prvih 7 iteracij za Z = 0,2 (levo), kjer vezano stanje najverjetneje ve¢ ne obstaja, ter za Z = 0,7
(desno), kjer bi vezano stanje ze moralo obstajati. Uporabljena sta Xmax =50 in h =1 x 1072,



