Lastne energije Schrodingerjeve enacbe

3. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza II

Domen Vaupotic

1 Robni problemi z lastnimi vrednostmi

Pri resevanju robnih problemov z lastnimi vrednostmi nas ne zanima samo funkcija, ki resi diferencialno
enacbo in zadosti robnim pogojem, temve¢ tudi skalar, ki se pojavi v formulaciji problema. Za fizika so
najpomembnejsi enodimenzionalni Sturm-Liouvillovi problemi:

d dy _
T (p(x)dx> +4q(x)Jy =Aw(x)y, a<x<b,

pri éemer zelimo izracunati funkcije y(x) in skalarje A, funkcije p,q in w pa so znane realne funkcije.
Pravimo, da je Sturm-Liouvillov problem regularen, ¢e sta funkciji p,q > 0 na (konénem!) intervalu
(a,b), funkcije p, q,w, vsaj odsekoma zvezne na intervalu [a, b], robni pogoji pa so lo¢ljivi:

ary(a) —azp(a)y’(a) =0, aj+a3 >0,
b1y(b) + bop(b)y’(b) =0, bT+b3 > 0.

Vrednosti A imenujemo lastne vrednosti, pripadajoce funkcije y pa lastne funkcije. Kadar ena izmed
robnih tock problema postena singularna, govorimo o singularnem Sturm-Liouvillovem problemu. V
okolici te tocke je vsaj ena od koeficientnih funkcij, 1/p, q ali w, neintegrabilna.

2 Schrodingerjeva enacba

Prvi problem, ki se ga bomo lotili, je reSevanje stacionarne Schrodingerjeve enacbe:
hZ
{—vz - V(r)} Y(r) = e¥(r),
2m

s Coulombskim potencialom V(1) (vodikov atom). Za resevanje uporabimo nastavek lo¢ljivih spremen-
ljivk ¥(r) = R(r)Y(6, d), da pridelamo enacbo:

[_’f‘z‘a (Tza) n hlm+1)] R(r) = eR(r)

2mror or 2mr2

Uvedimo sedaj brezdimenzijske spremenljivke W(r) = R(x)/x,x = /18, E = ¢/¢0, konstanti sta Bohrov
radij, g, ter najnizja energija, eg = 13,6 eV:

[dz 2 l+1)

=t —E} R(x) = 0.

Razdelimo Se diferencialno enacbo drugega reda na dve enacbi prvega reda, da dobimo zapis, primeren
za numeric¢no reSevanje diferencialnih enacb:

R'(x) = Z(x),
Z'(x) = {i LG E] R(x).

Funkcija mora zadoscati fizikalnim robnim pogojem R(0) = 0, R(c0) = 0, zaradi prikladnosti pa dodajmo
ge R’(0) = Z(0) = 1. Dobljene resitve moramo $e normirati s konstanto A, da velja

AJ'RZ(T):—ZrZ dr=1.



Zapisimo prvih nekaj (nenormiranih) resitev Ry (x):

2.1 Metoda Numerova

Vredno je opaziti, da diferencialna enacba 2, ki jo resujemo, ne vsebuje prvega odvoda, R’(x). Pravimo,
da je primer konzervativne diferencialne enacbe drugega reda. Za taksne enacbe (oblike y” = f(x,y))
lahko zapisemo implicitni veckoraé¢ni integracijski algoritem, imenovan metoda Numerova:

hZ
Yit1 —2Yi+Yi1 = Tz[fiﬂ +10f; + fiq] + O(h®).

Uporabimo metodo za na$ problem:

dZ
[dxz + kz(x)] y(x) =0.

Ker je diferencialna enacba linearna, postane metoda eksplicitna:

Z (1 -3 kf) Yi— (1 + %ki{]) Yio

e Tk |
pri ¢emer je:
2 Y141
K*(x) == — ( t )+E.
X X

2.2 Razvoj okoli nicle

Ker je metoda Numerova dvokoracna metoda, potrebujemo za zacetek reSevanja ne samo zacetno vre-
dnost, ampak Se eno dodatno tocko. Izratunamo jo lahko s katerim izmed enokora¢nih metod ali pa
analiticno razvijemo resitev okoli zacetne tocke:

R(x) = ao + arx + axx* + azx® + O(x*).
S poznavanjem resitev Schrodingerjeve enac¢be lahko nastavek se nekoliko prilagodimo:
R(x) = arx"! + apxt ™2 4 azxt3 4 0(xH).

Zaradi prikladnosti izberimo kar a; = 1 in pois¢imo vrednosti ostalih dveh koeficientov:

141 142 1.3,

+ a2 x +a3x "7

. 2 1(1+1)
eq = -R""[x] + —;+ >

R[x_] := alx

- e) R[x];
k = CoefficientList[eq, x] /. al-1;

eqs = #:==08& /@Kk;

Solve[Drop[eqs, -1], {a2, a3, e}]

{{82% 71171’a3%4+711+312’894+231}}



2.3 Resevanje enacbe

Problem sem reseval s §tirimi razli¢nimi pristopi, in sicer z integratorjem RK45 in integratorjem Nume-
rova (N), pri vsakem izmed njih pa sem uporabil strelsko metodo z leve (=) in strelsko metodo z obeh
strani (=<). Pri streljanju z leve resujemo enacbo na intervalu x € [0,Xmqx] ter poskusamo zadeti
desni robni pogoj, R(Xmax) & R(oco) = 0. Pri streljanju z obeh smeri razdelimo interval na dva dela,
[0y Xmax] = [0, x*] U [x*, Xmax], in reSujemo diferencialno enac¢bo na vsakem intervalu posebej. Ob tem
imamo dodatno neznanko, in sicer vrednost odvoda v desnem krajiséu, R’'(Xxmax). ReSitev bomo nasli,
ko se bosta resitev na levem intervalu, Ry (x), in resitev na desnem intervalu, Rp(x), ujemali v vrednosti
in odvodu v vmesni tocki x*. Is¢emo torej nic¢lo vektorja:

(RL(x*) —Rp (x*), R (x*) = Rp (x*)).

Pri metodi Numerova resujemo direktno funkcijo R(x) brez odvoda, Z(x) = R’(x), zato pri streljanju z
obeh strani primerjamo samo funkcijski vrednosti.

Pri vseh rezultatih sem uporabil arbitrarno izbran x* =5, saj se mi je zdel na primernem polozaju:
zadosti oddaljen od izhodisc¢a, a ne pregloboko v eksponentnem repu funkcij.

Za reSevanje diferencialnih enac¢b sem uporabil funkcijo scipy.integrate.solve_ivp, pri Cemer
sem dodatno implementiral integrator Numerova kot OdeSolver. Strelsko metodo je izvajala funkcija
scipy.optimize.root z metodo hybr.

2.4 Ovrednotenje rezultata

Ker poznamo analiti¢ne resitve, Ry, lahko numeri¢no izra¢unane resitve, Rni, ovrednotimo z normo
razlike:

. Xmax ~ 2
R =Rl = | ™ (Rua 30 = Rua (1) " ax.
0

Nadalje lahko ovrednotimo tudi to¢nost izracunane energije, E,, glede na analiticno resitev, En =1/n2.

2.5 Rezultati

Oglejmo si za zacetek prvih nekaj lastnih funkeij Ry1(x), ki so prikazane na silki 1.
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Slika 1: Izracunanih prvih nekaj lastnih funkcij Rn1(x) z metodo Numerova z leve s korakom h = 1072,
Funkcije so izracunane do Xmqx = 25M.

2.5.1 Vpliv natanc¢nosti integratorja

Na sliki 2 je prikazan vpliv izbrane natancnosti integratorja, rtol pri RK45 in h pri metodi Numerova,
na to¢nost izracunanih lastnih funkcij in lastnih vrednosti. Kot pri¢akovano, opazimo, da natanc¢nost
integratorja RK45 znatno vpliva na to¢nost izrac¢unane lastne funkcije. Streljanje z obeh smeri z integra-
torjem RK45 nekoliko izboljsa to¢nost izra¢unane energije, a ne izboljsa nujno to¢nosti izracunane lastne
funkcije. Metoda Numerova izkaze nekoliko bolj nenavadne rezultate: streljanje z obeh smeri je znatno
slabse kot streljanje z leve. Pri streljanju z leve je sicer pomembna velikost koraka h, a ze z razmeroma
velikim korakom (recimo h = 1072) dosezemo veliko toénost energije (na 6 decimalnih mest). Primerjati
integrator RK45 in metodo Numerova je smiselno le pri najve¢ji uporabljeni natancnosti integratorjev,
ko tocnost resitev doseze maksimalno vrednost, saj je sicer tezko primerjati dva popolnoma razlicna



parametra integratorjev (rtol in h). Opazimo, da oba integratorja pri najvecji uporabljeni natan¢nosti
dosegata primerljivo tocnost rezultatov (||R2; — Raql| ~ 1077, [E; — Ea| ~ 1078). Omeniti velja, da je
metoda Numerova seveda znatno pocasnejsa, saj ne uporablja adaptivnega koraka.
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Slika 2: Napaka lastne funkcije, ||Rny —ﬁmll%, in napaka lastne energije |E;, —Enl, pri razliénih relativnih
natanc¢nostih, rtol integratorja RK45 (levo) in razli¢no velikih korakih, h, integratorja Numerova (desno).

2.5.2 Vpliv X;max

Na sliki 3 je prikazan vpliv polozaja desnega krajis¢a, Xmaqx, na tocnost izracunanih lastnih funkcij
in lastnih vrednosti. Ob prvem razmisleku bi pri¢akovali, da bo povetevanje xmax (monotono) vodilo
v vse bolj to¢no resitev. Vendar hitro ugotovimo, da prevelik x;nqx vodi v reSitve, ki jih ob desnem
krajiséu ne moremo veé zadovoljivo pritisniti k nicli zaradi omejene numeri¢ne natanénosti parametrov.
Primer taksne resitve je prikazan na sliki 5 — v desnem krajis¢u funkcija eksponentno narasca, metoda za
iskanje ni¢le pa nima vec¢ razpolozljivih decimalnih mest pri zapisu lastne energije, da bi lahko dolocila
tocnejso resitev. Rezultat je torej resitev, ki se po normalizaciji zelo slabo ujema s to¢no resitvijo. Pri
vplivu Xmqx in integratorju RK45 opazimo, da toc¢nost lastne funkcije doseze maksimum pri priblizno
Xmax =~ 50, medtem ko to¢nost izracunane energije zares pada z naras¢ajo¢im Xmax. Metoda Numerova
izkazuje podobne rezultate; ponovno je streljanje z obeh strani znatno slabse kot streljanje z leve strani.
Opazimo $e, da najvecji dovoljeni xmqx narasca z glavnim kvantnim Stevilom n, kar je smiselno, saj pri
vi§jih n funkcija preide v eksponentni rep pri veéjih x.
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Slika 3: Napaka lastne funkcije, ||[Rny — ﬁnlllﬁ, in napaka lastne energije |E,, — Enl7 pri razliénih desnih
konceh integracijskega intervala, xmaqx za integrator RK45 (levo) in Numerov (desno).



Na slikah 4 in 5 sta prikazana Se primera izracunane funkcije Rig pri Xmax = 20 in Xmax = 35.
Prikazani sta tudi absolutna in relativna napaka glede na analiti¢no resitev. Opazimo, kako pri X;qx = 35
funkcija na desnem krajis¢u podivja.
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Slika 4: Lastna funkcija Ry, izra¢unana z integratorjem RK45 do x;mqx = 20, ter relativna in absolutna
napaka.
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Slika 5: Lastna funkcija Ry, izracunana z integratorjem RK45 do x;mqx = 35, ter relativna in absolutna
napaka.

3 Helmholtzova enacba
Drugi problem predstavlja Helmholtzova enacba, ki opisuje Sirjenje monokromatske svetlobe v snovi:
(V2 +n(r)*K?) ¥(r) =0,

pri ¢emer je n(r) lomni koli¢nik, k pa valovno stevilo (brezdimenzijsko). Zanimamo se za Sirjenje svetlobe
v valovnem vodniku debeline 1 s profilom lomnega koli¢nika:

1,2
nx) = 2—5x° x<1,
1 x> 1,

ki je prikazan tudi na sliki 6. Problem resujmo v cilindri¢nih koordinatah in zapi$imo nastavek, ki naj

bo osno simetricen:
R(r)

NG

iAz

Y(r,¢,z) = R(r)@($)Z(z) =

Porac¢unajmo:
R[r] Exp[i A z]
Vr

Assuming[r > @, Simplify[eqq] ]

R[r] Exp[iAz
, {r, 6, z}, "Cylindrical"] +k*n[r]? Rir]Explarz] e;

Vr

eqq = Laplacian[

(-1+4r?22-a®r*n[r)®) R(r] =4rR"[r]



Zaradi doslednosti s prvim problemom piSimo r ~~ X, torej reSujemo enacbo:
d? 1 21,2 2
+ +n(x)°k” —A°| R(x) = 0.

dx? ' 4x2

n(x)
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Slika 6: Profil lomnega koli¢nika, n(x).

Opazimo, da je problem podoben resevanju Schrodingerjeve enacbe in da lahko ponovno uporabimo
metodo Numerova. Tudi tokrat sta robna pogoja podobna: R(0) = R(co) = 0, vendar je problem nekoliko
zahtevnejsi, saj zelimo poiskati le resitve z A > 0, ki bodo zunaj valovnega vodnika limitirale proti ni¢.

3.1 Rezultati

Preden sem se zapodil v lastno implementacijo, sem problem resil v Mathematici. Na sliki 7 je prikazanih
prvih 5 lastnih funkcij glede na naraséajoco lastno vrednost (v absolutnem smislu) pri dveh razliénih
Xmax- Opazimo, da pri manjsem intervalu najdemo dve smiselno resitvi, A> = 0,011 (modro) in A? ~ 0,27
(zeleno). Vendar se modra resitev, ¢e povecamo interval, spremeni v neustrezno resitev (A2 ~ —0,0012).
To lahko vidimo tudi iz tega, da ima resitev ni¢lo v obmocju x > 1, kjer je ne pricakujemo, saj zelimo
v tem obmocju zgolj eksponentno padanje proti ni¢. Za ovrednotenje resitev bo torej treba poiskati nek
boljsi parameter.

Izracunal sem $e disperzijsko relacijo, A(k), prikazano na sliki 8, ki pa vkljuuje tudi neustrezne
reSitve.

L=R""[x] + (L n[x]’k’) R[X]; L=R""[x]+ (i n[x]zkz) R[X];
4x? 4x?
B = DirichletCondition[R[x] == @, True]; B = DirichletCondition[R[Xx] =@, True];
{vals, funcs} = NDEigensystem[{L /. k-5, B}, R[x], {x, @, 20}, 5]; {vals, funcs} = NDEigensystem[{L /. k-5, B}, R[x], {x, @, 58}, 5];
Plot[Evaluate[#2], {X, @, 20}, PlotLegends » (")* = " <> ToString[#] & /@ #1), Plot [Evaluate[#2], {X, @, 50}, PlotLegends - ("A* = " <> ToString[#] & /@ #1),
AxesLabel » {"x", "R(x) “}] & ee {vals, funcs} AxesLabel » {"x", "R(x) ")] & ee {vals, funcs}

— A=00111137 02 / — A% =-0.00122362
A2 =-0.101616 / A? =-0.0213036
0.1
— A=0.274623 - —— A%=0.0254031
L .
L — A%=-0.280773 ] B h 4 h * — A?=-0.0519941
— A =-0.522326 ol ¥ — A% = -0.0924683

Slika 7: Prvih 5 lastnih funkcij glede na narascajoco absolutno lastno vrednost, izracunanih do xqx = 20
(levo) in Xmax = 50 (desno) za k = 5. Prva lastna funkcija (modro) je pri povecanju intervala spremenila
predznak.

3.1.1 Razvoj okoli nicle

Ker ima tudi zgornja Helmhotzova enacba singularnost pri x — 0, sem ponovno naredil potenc¢ni razvoj
v okolici nicle:



AK)

0 2

Slika 8: Disperzijska relacija, A(k), izra¢unana z Xmax = 20 v Mathematici. Vkljuéuje tudi fizikalno
neustrezne resitve.

Rix ] := Vx (a@ + alx + a2x® + a3x’ + adx?);

[} 1 1 22 2 2
eq = R [x]+(—+(2——x)k—)t)R[x];
4 x? 2

koef = CoefficientList [eq* \/;, x] /.a@0->1;
eqs = # = @& /@koef;
Solve[eqs[[1;; 4]], {al, a2, a3, a4, A, k}]

{{al»e, a2 5 1

g (4K %) a0, @ o (8k2+16k‘1—8k2k2+/\4)}}

1
64
3.1.2 Ustreznost resitev

Ustreznost resitve sem ugotavljal tako, da sem pogledal vrednost drugega odvoda v desnem krajiscu.
Pravilna resitev se mora namre¢ v desnem krajis¢u obnasati konveksno/konkavno, ¢e se nicli priblizuje
s pozitivne/negativne smeri. Parameter je torej:

R(Xmax _ Zh) B ZR(Xmax _ h) + R(Xmax)
h? ’
ki mora biti enako predznacen kot R(Xmax), da bo resitev pravilna. Na sliki 9 sta prikazani pravilna in

nepravilna resitev. Ponovno opazimo, da zaradi prevelikega x;qx v desnem krajis¢u resitev pobegne, a
je v zacetnem delu pravilna.

Rxx =

A=727 <10~ A =295
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Slika 9: Primer pravilne resitve (levo), ustrezno skalirana (sredina), ter primer nepravilne resitve (desno).

3.1.3 Vpliv integracijskega koraka

Ponovno sem preveril Se vpliv velikosti integracijskega koraka na lastno vrednost, kar je prikazano na
sliki 10. Zmanjsanje koraka sicer nekoliko poveca tocnost, vendar je ze korak h = 1072 smiselna izbira
za, zadovoljivo tocnost in zadostno hitrost ra¢unanja.
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Slika 10: Vpliv velikosti koraka, h, na izra¢unano lastno vrednost A pri k = 4.

3.1.4 Disperzijska relacija

Disperzijska relacija je prikazana na sliki 11, kjer so z rde¢imi krizci oznacCene tudi fizikalno neustrezne
lastne resitve. Nadalje je na sliki 12 prikazana disperzijska relacija v okolici prehoda iz enega v dve
vezani stanji. Prehod se zgodi pri k = 2,65.
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Slika 11: Disperzijska relacija, A(k), izracunana z Xmax = 10 in metodo Numerova (h = 4 x 10%2).
Rdeci krizei (x) prikazujejo oscilirajoce resitve.
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Slika 12: Disperzijska relacija, A(k), v okolici prehoda iz enega vezanega stanja v dve vezani stanji.



