Nakljucna stevila in integracije z
metodo Monte Carlo

7. domaca naloga pri predmetu Modelska analiza |
Domen Vaupotic

Nakljucna stevila

Za namene kriptografije in racunalniskih simulacij pogosto potrebujemo algoritem, ki generira
zaporedje nakljucnih Stevil. Zaradi deterministi¢ne narave racunalniskih algoritmov, je mozno generi-
rati le psevdonakljucna Stevila, medtem ko je za pravo nakljucnost potreben eksperiment, ki se podreja
naklju¢nim dogodkom v naravi (npr. radioaktivni razpadi ali termicni Sum). Algoritme, ki generirajo
psevdonakljuc¢na stevila, imeujemo PRNG (pseudorandom number generator), in jih v sploSnem lahko
razdelimo na navadne PRNG in kriptografsko varne PRNG (pocasnejsi in boljsi). Pri racunalniskih
simulacijah se zadovoljimo z navadnimi PRNG, ki delujejo na osnovi modularne aritmetike, in sicer kot
linearni kongruencni generatorji. Generator iz stanja x; preide v naslednje stanje po formuli

Xiy1 =0 Xjz1+ € modm,

pri E¢emer g imenujemo multiplikator, c inkrement in m modul. Ce je modul zadostno velik in parametra
a in ¢ smiselno izbrana, ima lahko generator zelo dolge periode (tipi¢no enakega reda kot m).

Integracija Monte Carlo

Numeri¢no racunanje integralov v ve¢ dimenzijah je posebno zahtevno, kadar so obmocja kompleksne-
jSa kot navadni intervali. Ena izmed metod, ki omogoca ucinkovito racunanje, je metoda integracije
Monte Carlo, pri kateri uporabimo generator nakljucnih stevil, s katerim generiramo tocke v neki
preprostejSi nadmnozici integracijskega obmocja.



1. naloga

Obravnavamo zvezdasto telo, ki je podano z implicitno enacbho
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1= zvezdica[p_] := Sqrt[Abs[p[[1]]]] +Sqrt[Abs[p[[2]]1]] +Sqrt[Abs[p[[3]1]1]1] <1;
zvezdaOsmina =

ImplicitRegion[Sqrt[x] +Sqrt[y] +Sqrt[z] <= 1, {{x, @, 1}, {y, 0, 1}, {z, 0, 1}}];
Masa

Najprej izraCunajmo maso telesa z vgrajenim numeri¢nim integratorjem. Pri tem zaradi simetrije
integrator poZzenemo zgolj po prvem oktantu in rezultat mnozimo z 8.

- 8 NIntegrate[1l, {x, y, z} € zvezdaOsmina] // NumberForm[#, 16] &
Out[« J//NumberForm=

0.0888888885246028

Intuicija ob rezultatu nam pravi, da je morda pravilen rezultat enak % = % =0, 0888... Poskusimo

povecati natanc¢nost integratorja.

n-}- 8 NIntegrate[1, {X, ¥y, z} € zvezdaOsmina, PrecisionGoal - 10] // NumberForm[#, 16] &
Out[ » J//NumberForm=

0.088888888888885

Zares, vrednost integrala je ocitno vsaj na 14 mest enaka vrednosti %. Poskusimo Mathematico

prepricati, naj integral izracuna analiti¢no.
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n-j= Integrate[x*2+y”~2+272, {X, Yy, z} €
ImplicitRegion[Sqrt[x] +Sqrt[y] +Sqrt[z] <= 1, {{x, @, 1}, {y, 0, 1}, {z, 0, 1}}]]

Outf+]= J\ (XZ + y2 4 ZZ)
{x,y,z}eImplicitRegion{\/7+\/7+\/?sl&&@sxgl&&esysl&&eszsl, (x,y,z}]
Ocitno ji bo treba nekoliko bolj pomagati ...

n-1- 8 Integrate[1, {x, @, 1}, {y, @, (1-Sqrt[x])~2}, {z, @, (1-Sqrt[x] -Sqrt[y])~2}]

4
Out[+]= ——
45

Gostota r

Izracunajmo sedaj maso, Ce telo ni homogeno, temvec je gostota oblike r”. Ker se z veCanjem parame-
tra p masa premika proti izrastkom zvezde, ki predstavljajo le majhen volumen celotnega telesa,
celokupna masa pada.

n-1= ListPlot[{#, 8 NIntegrate[ (x"2+y~2+2"2)" (n/z) > {X; ¥, 2} € zvezdaOsmina]} & /e
Range[0, 5, 1], .- ]
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Integracija Monte Carlo

Sedaj lahko preverimo, kako natancna in to¢na je metoda integracije Monte Carlo. Pri tem uporabimo
implementirani PRNG, natancneje funkcijo RandomReall[], ki vraca psevdonakljucna Stevila
enakomerno med 0 in 1. Preverimo na hitro vsaj, ali je porazdelitev zares enakomerna.

n/-1= Histogram[RandomReal[{@, 1}, 10000000] , Automatic, "Probability"]
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Izracun mase bomo sedaj izvedli tako, da bomo nakljucno Zrebali tocke v prvem oktantu po
enakomerni porazdelitvi, nato pa izracunali, kolikSen deleZ jih leZi znotraj Zelenega integracijskega
obmocdja (zvezde). Izracun bomo veckrat ponovili z razli¢nim Stevilom tock n.

8
masaMonteCarlo[n_] := — Count[zvezdica[#] & /@ RandomReal[{0, 1}, {n, 3}], True] // N;
n

Ol = 06
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In[«]:=

Out[« ]J=

Izracunajmo $e raztresenost rezultatov pri razli¢nih Stevilih tock, tako da za razlicna Stevila tock n
ponovimo integracijo 100-krat. Prilegajmo rezultatu krivuljo Anf. Opazimo, da je parameter & priblizno
-1/2, torej napaka integracije Monte Carlo pada kot —
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Izra¢unajmo $e maso za nehomogeno telo z metodo Monte Carlo in 100 000 tockami.
masaMonteCarlo[n_, p_] :=
8
—Total[ (#[[1]]72+#[[2]]"2+#[[3]]1~2)~(p/2) » If[zvezdica[#], 1, 0] &/@
n

RandomReal[{@, 1}, {n, 3}1] // N;
ListPlot[{n, masaMonteCarlo[100000, #]} & /@ Subdivide[@, 5, 25], - ]

m
0.10

0.02 +
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2. naloga

Out[~ ]J=

V drugi nalogi preucujemo potovanje zarkov gama, ki nastajajo v krogli s polmerom 1. Njihova pot, ki jo
prepotujejo po nastanku, je porazdeljena eksponentno s ~ ie_i. Zanima nas, koliksen deleZ Zarkov

gama bo usel iz krogle. Na predavanjih smo pokazali, da je zaradi krogelne simetrije treba poznati
samo radij od sredi$ca r in kot 8, tako da je oddaljenost od roba krogle nato enaka

d(r, 8) = —rcos6 + \/ 1-r?(1-cos?0)

Sledi, da je verjetnost za pobeg enaka:

dre)
e v dv d(r,6)
l“ 1 el
P= =32 r2d/rf0e v sindd 8

v =2

Izracunajmo verjetnost najprej z uporabo vgrajenega integratorja. Pricakovano opazimo, da z vecjo
povprecno prosto potjo narasca delez Zarkov gama, ki uidejo iz krogle, in v limiti (/- oo vsi Zarki uidejo

iz krogle.
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Zrebanje po poljubni porazdelitvi

Za simulacijo nastanka in potovanja Zarkov gama v krogli z metodo Monte Carlo, potrebujemo algo-
ritem, ki bo vracal nakljucna Stevila, razporejena po Zeleni porazdelitvi.

To lahko storimo z Ze vgrajeno funkcijo RandomVariate[], ki vzorci po poljubni verjetnostni

porazdelitvi. Oglejmo si histograme za nekaj razli¢nih porazdelitev, ki jih funkcija tudi sama ustrezno
normira.
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Dodajmo sedaj lastno implementacijo Zrebanja, in sicer po metodi z inverzom, ki je mogoca, ko znamo
poiskati inverz kumulativne porazdelitve.
;= (* Eksplicitno podamo, da naj iS€e inverz v pozitivnem poltraku,
sicer vrne negativnega.x)
obrniFunkcijo[f_] :=
obrniFunkcijo[f] = InverseFunction[ConditionalExpression[f[#], # > 0] &]
najdiCDF[f_] := najdiCDF [f] = Evaluate[Integrate[f[x], {x, O, #}]] &

zrebajPoPorazdelitvi[f_] := obrniFunkcijo[najdiCDF [f]] [RandomReal[]]
0.35F
0.30?
0.25? ]
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Sestavimo Se funkciji za enakomerno Zrebanje po krogu in po krogli.

nf-}= zrebajPoKrogu[] := {Sqrt[RandomReal[]], 2 PiRandomReal[]}
zrebajPoKrogli[] :=
{CubeRoot [RandomReal[]], 2 Pi RandomReal[], ArcCos[2RandomReal[] -1]}

sfer2kart[p_] := Module[{r, ¢, 6},
{r, ¢) 6} = Ps
{rSin[e] Cos[¢#], rSin[e] Sin[¢], rCos[6]}]

Okometricno preverimo, da je Zrebanje ustrezno.

Out[«]=

1.0

1= radijodSredisca[r_, _] := -rCos[6] +Sqrt[1-r~2 (1-Cos[6]"2)]
verjetnostzaPobeg[n_, p_] := Count[Table|
#[[2]] > radijodSredisca[#[[1, 1]1], #[[1, 3]]] & @
Exp[-# / u]
DRLE L g))

{zrebajPokrogli[], zrebajPoPorazdelitvi|

3

n],
True]/
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Izracunajmo deleZ pobeglih Zarkov z razli¢nim Stevilom tock pri prosti poti, enaki 1. Ponovno opazimo,

da se z narascanjem Stevila tock zmanjSuje napaka metode Monte Carlo.
P
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Oglejmo si Se odvisnost od povprecne proste poti in primerjajmo z numeri¢no integracijo.
n =100 n = 10000

0
Out[« ]=

=
=
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3. naloga

Nevtroni se izotropno sipljejo na plosci debeline 1, tako da so njihovi zaporedni polozajo (0, 0), 74, P2, F3

Zveza, ki podaja naslednji poloZaj sipanja:

Poi1 = Pp+ N,

pri Cemer je N nakljucni vektor, z dolZino, porazdeljeno po eksponentni porazdelitvi (s povprecno
prosto potjo w), in enakomerno porazdeljeno usmerjenostjo.

Nevtron bo pobegnil, ¢e ima nek ¢; komponento x vecjo od 1 ali manjSo od 0.

Oglejmo si za zaCetek nekaj trajektorij pri y= 1.

AV, /=

oul-)-  ———

Definirajmo sedaj funkcijo, ki prejSnjemu sipanju priredi naslednje sipanje, in funkcijo, ki simulira
sipanje, vse dokler nevtron ne odleti iz plosce.

;= pol2Kart[r_, ¢_1 := {rCos[¢], rSin[¢]};

inf-}= naslednjeSipanje[p_, u_] :=

Exp[-# / u]

p + pol2Kart [zrebajPoPorazdelitvi | &], 2 PiRandomReal[] ]

u
izvediSipanje[u_] := NestwhileList[naslednjesipanje[n, u] &,

Exp[-# / u] o]

{zrebajPoPorazdelitvi| > 0}, And[#[[1]] 20, #[[1]] < 1] &]

steviloSipanj[u_] := Length @ izvediSipanje[u]

Oglejmo si porazdelitev Stevila sipanj pri razli¢nih overprint prostih poteh. Opazimo, da se z narascan-
jem povprecne proste poti zmanjsuje porazdelitev Stevila sipanj pomika v levo, torej se v povprecju
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Out[«]=

In[«]:=

Inf-]:=

Out[«]=

nevtron siplje manjkrat.
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Izracunajmo sedaj Se prepustnost reflektorja in izracunajmo prepustnost za razli¢ne povprecne proste
poti. Pri vsak simulaciji opazujemo 5000 nevtronov.
jePrepuscenQ[sipanje_] := Last[sipanje][[1]] > 1
delezPrepuscenih[n_, u_] :=
Count[#, True] & @ (jePrepuscenQ /e Table[izvediSipanje[u], n]) /n
ListPlot [ {#, delezPrepuscenih[5000, #]} & /@ Subdivide[2, 50], AxesLabel -» {"u", "prep."}]
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Zanimiva je tudi kotna porazdelitev prepuscenih in odbitih nevtronov.

in-1= kotZadnjegaNevtrona[sipanje_] :=
ArcTan @@ (sipP[[-1]] - sipP[[-2]] /. sipP —» {{@, 8}}~Join~sipanje)

n/-1= Histogram[Table [kotZadnjegaNevtrona[izvediSipanje[#®]] , 100000], 50, "Probability",

PlotLabel -» "u = " <> ToString[#], ImageSize -» 250] & /@ {.05, .2, 1, 5} // Row
u=0.05 y=02
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Dodatna naloga

In[«]:=

In[#]:=

Out[«]=

Preucujemo ¢as oddaje nalog za Modelsko analizo. Radi bi ovrednotili, ali lahko oddane case za
razlicne naloge interpretiramo kot razlicne vzorce iz iste porazdelitve.

Uvozimo podatke ...

SetDirectory[NotebookDirectory[]];
podatki = (Import[u] // Flatten) & /@ FileNames [ "podatki\\*.dat"];

Pretvorimo ¢as v minute ...

casiOddaje = Partition[podatki, 13];
minuteOddaje =
Map[ToExpression @ StringReplace[n, dan__ ~~ ":" ~~ ure__ ~~ ":" ~~ minute__
ToString @ ( (24 » 60) ToExpression[dan] + 24 ToExpression[ure] +
ToExpression[minute])] &, casiOddaje, {2}];

Za vsako nalogo sestavimo empiricno diskretno porazdelitev in izraCunamo kumulativne porazdelitve

distribucijeOddaje = Map[EmpiricalDistribution, minuteOddaje, {2}] // Quiet;
CDFOddaje = Map[CDF[#, t] &, distribucijeOddaje, {2}];

Oglejmo si nekaj primerov oddajanja za leto 2010 in naloge 1, 2, 3.

1.0~
0.8
0.6
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,J 02l
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-1000 -500 L 500 1000

S testom Kolmogorov-Smirnov lahko sedaj po parih preverimo, ali se porazdelitvi oddajanj ujemata. Pri
tem postavimo hipotezi:

HO : podatki prihajajo iz iste porazdelitve

H1 : podatki ne prihajajo iz razli¢nih porazdelitev
Nicto hipotezo lahko zavrzemo z verjetnostjo 1 - @, Ce je izraCunana vrednost p testa K-S manjsa kot a.

Oglejmo si vrednosti p za vse pare let in vse naloge.
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Out[+ ]=
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Oznacimo samo tiste pare, pri katerih je vrednost p manjsa od 5 %. Opazimo, da za vecino parov ne
moremo ovreci hipoteze o isti porazdelitvi. Pri dolocenih nalogah (npr. 2. in 3.) daje test K-S znacilne
razlike med posameznimi letniki.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 11 1 111 11 1
2+ 2r
3 3r
4t 4t
1 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 11 1 111 11
2 12 2t 12 2¢ 2 2¢
out[«]=
3 13 3¢ 13 3¢ 13 3¢
) 1° |* 4- 1* 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 .1 | Y "
2 12 2r¢ 2 2¢ .2 2r
3 13 3¢ 13 3¢ 13 3¢
4. 1* 4 1* 4 . 1* 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Preverimo, ali se naloge znotraj posameznih let med seboj razlikujejo.
1 5 12 1 5 12 1 5 12 1 5 12
e ‘ ST ‘ ST = ST ‘ 5
.l |
5t {15 5t 15 5t {5 5t 1
Out[«]J= .
: | I- | l. |
|
12+ 112 12¢ 112 121 112 12¢ 1
1 5 12 1 5 12 1 5 12 1 5 12
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Oglejmo si porazdelitvi v letu 2013 (3. leto) za nalogo 8, za katero test K-S trdi, da se znacilno razlikuje
od nalog 1-5. Opazimo, da so 8. nalogo Studentje oddajali kasneje.

n-}- DiscretePlot [ {CDFOddaje[[3, 8]], CDFOddaje[[3, 111}, {t, -1200, 1200},
PlotLegends -» {"8. naloga"”, "1. naloga"}, AxesLabel » {"At"}]
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