
Variacijska metoda
1. naloga pri predmetu Modelska analiza

Domen Vaupotič

V nalogi bomo obravnavali vožnjo avtomobila do semaforja. Avtomobil se nahaja na razdalji s0 od semaforja, 
na katerem gori rdeča luč, in ima začetno hitrost v0. Semafor želimo prevoziti ravno ob času t0, ko se na 
semaforju prižge zelena luč. Želimo, da je vožnja do semaforja karseda “optimalna”, pri čemer bomo ta pogoj 
definirali na različne načine.

Problem prevedemo v matematično obliko: iščemo funkcijo v(t), tako da veljata pogoja
(1) v(0) = v0  in
(2) ∫0

t0v(t) t = s0. 

Optimalnost vožnje definiramo prek minimizacije neke cenovne funkcije, npr. kvadrata pospeška, to pa skupaj 
s pogojem (2) zapišemo v obliki Lagrangeve funkcije z neznanim multiplikatorjem λ:

ℒ = v

(t)2 - λ v(t).

Minimiziramo akcijo:

∫0
t0ℒv, v


  t =! min.

Ta variacijski problem lahko rešimo z Euler-Lagrangevimi enačbami:


t

δℒ

δ v
  -

δℒ

δ v
= 0.

Analitične izračune na roko smo pokazali na predavanjih, zato se v nalogi raje igrajmo s sposobnostmi 
Mathematice.

1. Brezdimenzijske količine
V prvem delu bomo problem prevedli na brezdimenzijske količine, s čim bomo ugotovili, koliko pravih prostih 
parametrov ima problem. Zapišimo še enkrat Lagrangian in izračunajmo E-L-enačbo:

<< VariationalMethods`

L = v'[t]2 - λ v[t];

ee = EulerEquations[L, v[t], t] // FullSimplify

λ + 2 v′′[t]  0

Da lahko to enačbo pretvorimo v brezdimenzijske količine, moramo podati fizikalne količine, ki jih predstavl-
jajo spremenljivke.

eqs = ee /. λ  QuantityVariable"λ", "Length"  "Time"3,

v  QuantityVariable["v", "Speed"], t  QuantityVariable["t", "Time"]

λ + 2 v′′[t]  0

Brezdimenzijske količine bomo označevali z velikimi (pisanimi) črkami. Če uporabimo zgolj dobljeno diferen-
cialno enačbo, dobimo ne preveč uporabno obliko z naborom novih, arbitrarnih konstant K[i]:

NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, λ}, {, , Λ}, "DimensionalizationRules"]


′′
[] 

K[1]2

K[2]
s3/m v′′[t],  

1

K[1]
per second t,  

1

K[2]
s/m v, Λ 

K[1]2

K[2]
s3/m λ

Podati moramo namreč še druge znane količine, ki nastopajo v problemu.

eqs = {eqs, v  v0, t  t0, s  s0}

NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, λ, s}, {, , Λ, }] // First

NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, λ, s}, {, , Λ, }, "DimensionalizationRules"]

NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, λ, s}, {, , Λ, }, "NondimensionalizationRules"]

{λ + 2 v′′[t]  0, v  v0, t  t0, s  s0}

Λ

2
+ 

′′
[]  0


′′
[] 

t0
2 v′′[t]

v0
,  

t

t0
,  

v

v0
, Λ 

t0
2 λ

v0
,  

s

t0 v0
, 1 

s0

t0 v0


v′′[t] 
v0 

′′[]

t0
2

, t   t0, v   v0, λ 
Λ v0

t0
2
, s   t0 v0, s0  1 t0 v0

Na prvi pogled se zdi, da smo dodali dve nesmiselni enačbi, a ker metoda NondimensionalizationTransform v 
resnici ne “rešuje” problema, je dovolj le to, da na smiselni način omenimo dodatne količine. Sedaj imamo 
smiseln nabor brezdimenzijskih količin, izluščili pa se je tudi en sam parameter problema, 1. Metoda se tudi 
upira dodajanju numeričnih faktorjev, zato je 1/2 ostala v enačbi, čeprav jo lahko brez težav nesemo k definiciji 
Λ. Ta nabor brezdimenzijskih količin pa vendarle ni najugodnejša izbira, saj nam med drugim ne omogoča 
začetne hitrosti v0 = 0. Zato za hitrost raje pišimo:

 =
v

s0l0
.

Rešimo sedaj dobljeno diferencialno enačbo, pri čemer dodajmo začetni pogoj (0) =0. 

sol = DSolve[{Λ +''[]  0, [0]  0}, [], ] // First // First // Simplify

[]  0 -
2 Λ

2
+  2

Pridelali smo družimo parabol, ki ustrezajo začetnemu pogoju, poleg Λ pa smo pridelali še nov parameter 2. 
Podajmo raje končno vrednost hitrosti (1) =1, saj bo ta parameter lažje intuitivno razumeti.

sol = DSolve[{Λ +''[]  0, [0]  0, [1]  1}, [], ] // First // First // Simplify

[]  0 -  0 +
1

2
 (2 1 + Λ -  Λ)

Plot[Evaluate@Table[[] /. sol /. {0  1, 1  1.5}, {Λ, -3, 3}], {, 0, 1},

PlotLegends  Table[Row[{"Λ = ", Λ}], {Λ, -3, 3}], PlotLabel  "0 = 1, 1 = 1.5"]
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Izmed danih parabol moramo sedaj izbrati zgolj tiste, ki ustrezajo pogoju (2), torej imajo zahtevano ploščino:

∫0
t0v(t) t = s0 ⟶ ∫0

1
() = 1

Izvrednotimo integral in izračunamo Lagrangev multiplikator Λ:


0

1

([] /. sol)   1

0

2
+
1

2
+

Λ

12
 1

Solve[%, Λ] // First // First

Λ  -6 (-2 +0 + 1)

sol2 = sol /. % // FullSimplify

[]  0 + 3 
2
(-2 +0 + 1) - 2  (-3 + 2 0 + 1)
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Opazimo, da nekatere izmed rešitev pravzaprav ne zadoščajo implicitnemu pogoju, da semaforja ne smemo 
prevoziti pred časom  = 1. Vrednost hitrosti lahko predpišemo tudi v kaki vmesni točki, (v) =v.

[]  0 +

 2 -3 v2 (-1 +0) + 0 - v + 3  (2 v (-1 + 0) -0 + v)

v (-2 + 3 v)
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Vse, kar trenutno zares počnemo, je le prileganje kvadratne funkcije na dani točki (z dovoljenjem, da se izrodi v 
premico).

2. Odprti robni pogoj
Sedaj lahko namesto podane končne hitrosti dodamo zahtevo, da želimo semafor prevoziti s karseda veliko 
hitrostjo. Takšen odprti robni pogoj lahko zapišemo kot:

δℒ

δ v
 t = t0

= 0 ⟶
δℒ

δ
 

 = 1
= 0 ⟶ 


(1) = 0

sol = DSolve[{Λ +''[]  0, [0]  0, '[1]  0}, [], ] // First // First // Simplify


0

1

([] /. sol)   1

First@Solve[%, Λ]

sol2 = sol /. % // FullSimplify

[]  0 -
1

2
(-2 + )  Λ

0 +
Λ

3
 1

{Λ  -3 (-1 +0)}

[] 
3

2
(-2 + )  (-1 +0) + 0
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Vse parabole se sekajo v isti točki, ponovno pa lahko dobimo nedovoljena prehitra prečkanja semaforja.

3. Druge oblike funkcionala
Optimalno vožnjo lahko definiramo tudi s kakšnim drugim Lagrangianom.  Ponovimo postopek za Lagrangian 
s poljubno potenco na pospešku:

ℒ = v

(t)n - λ v(t).

L = v'[t]n - λ v[t];

ee = EulerEquations[L, v[t], t] // FullSimplify

λ + (-1 + n) n v′[t]-2+n v′′[t]  0

sol = DSolve('[])
n-2

''[] + Λ  0, [0]  0, '[1]  0, [], {, 0, 1},

Assumptions  {n ∈ PositiveIntegers, Λ ∈ PositiveReals} // First // FullSimplify

Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

DSolve: Unable to resolve some of the arbitrary constants in the general solution using the given boundary conditions. It is possible that

some of the conditions have been specified at a singular point for the equation.

[]  -

(-1 + n) 

(-1+n) - π-Log-
-1+n

n

-1+n

n Λ
+Log[-0+2]

n -  Λ

n

-1+n

n Λ
+ 2

Dobimo zapleteno obliko rešitve, čeprav se zdi, da bi moral obstajati enostavnejši predpis. Pomagajmo Mathe-
matici:

( ')n-2  '' +Λ = ( ')n-1 ' +Λ

= n-1 ' + Λ



sol = DSolveD[]
n-1

,  + Λ  0, []  '[], [0]  0,

{[], []}, {, 0, 1} // First // FullSimplify

Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

[]  (- Λ + (-1 + n) 1)
1

-1+n ,

[] 
n 0 Λ - ((-1 + n) 1)

n

-1+n + n ((-1 + n) 1)
n

-1+n - (-1 + n) (- Λ + (-1 + n) 1)
n

-1+n

n Λ


(D[[] /. %, ] /.   1)  0

(-Λ + (-1 + n) 1)
-1+

n

-1+n  0

Solve[%, 1, Reals] // First // First

1 
Λ

-1 + n
if n > 1

Refine[%, n > 1]

1 
Λ

-1 + n

sol = sol〚2〛 /. % // FullSimplify // Expand

[]  0 + Λ
-1+

n

-1+n -
Λ
-1+

n

-1+n

n
-
(Λ -  Λ)

n

-1+n

Λ
+
(Λ -  Λ)

n

-1+n

n Λ


0

1

([] /. sol)   1

0 +
(-1 + n) Λ

1

-1+n

-1 + 2 n
 1 if Re

n

1 - n
 < 1 && Re[Λ] > 0 && Im[Λ]  0

Refine[%, n ∈ PositiveIntegers && Λ ∈ PositiveReals && n > 1]

0 +
(-1 + n) Λ

1

-1+n

-1 + 2 n
 1

Solve[%, Λ] // First // First

Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

Λ 
-1 + 2 n + 0 - 2 n 0

-1 + n

-1+n

sol2 = FullSimplify[sol /. %,

Assumptions  n ∈ PositiveIntegers && 1 ∈ PositiveReals &&  ∈ PositiveReals]

[]  0 +

(-1 + n) (-1 + ) 
(-1+n)1-n (-1+) (-1-2 n (-1+0)+0)n

(-1+2 n) (-1+0)


1

-1+n + 
-1-2 n (-1+0)+0

-1+n

-1+n



1

-1+n

n

Dobljena rešitev bi sicer lahko še polepšali – Mathematica se temu upira, ker imamo opravka z necelimi ekspo-
nenti (ki so privzeto definirane prek glavne vrednosti, npr.  (-1)1/3 ≈ 1 /2 + 0.86 ). Potrebujemo torej trik:

sol2 = FullSimplify@Exp[FullSimplify@PowerExpand[Log[sol2]]] // Expand

[]  2 -
1

n
- 0 +

0

n
+
(-1 + 2 n)

1

1-n (-1 + )
n

-1+n (-1 +0)
1

1-n (-1 + 2 n + 0 - 2 n 0)
n

-1+n

n

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

1

2

3

4





n = 2

0 = 0.

0 = 0.5

0 = 1.

0 = 2.

0 = 4.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1

0

1

2

3

4





n = 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0





0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2





Preverimo, da pri n = 2 dobimo isto rešitev kot prej.

[] /. sol2 /. n  2 // FullSimplify

3

2
(-2 + )  (-1 +0) + 0

Oglejmo si, kaj se dogaja s povečevanjem eksponenta n.
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Videti je, da vožnja limitira proti enakomerno pospešenemu gibanju. Preverimo.

Limit[[] /. sol2, n  ∞]

-2  (-1 + 0) +0

Zares, limita je enakomerno pospešeno gibanje!

4. Kvadratični člen v hitrosti
K cenovni funkciji sedaj dodajmo še kvadratični prebitek za hitrost vožnje γ v2 – s tem torej želimo preprečiti 
prehitro vožnjo.

L = v'[t]2 + γ v[t]2 - λ v[t];

ee = EulerEquations[L, v[t], t] // FullSimplify

λ + 2 v′′[t]  2 γ v[t]

[] 

-Γ Λ -  Γ Λ + Γ Γ (0 Γ +  Λ)

Γ2

0 +
-Γ (1 + Γ) Λ

Γ3
+

-2 + Γ2 Λ

2 Γ3
 1

Λ  -
2 Γ (-1 +0) Γ3

2 - 2 Γ + 2 Γ + Γ Γ2

[] 

2 Γ 1 -  Γ + Γ  Γ + 0 2 + 2  Γ Γ + Γ -2 + Γ2 - 2  Γ2

2 (1 + Γ) + Γ -2 + Γ2

Rešitve tokrat niso več parabole . 
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S povečevanjem Γ gibanje limitira v enakomerno pospešeno. Preverimo, da v limiti Γ = 0 dobimo isto rešitev 
kot prej.

Limit[[] /. sol2, Γ  0] // FullSimplify

3

2
(-2 + )  (-1 +0) + 0

Namesto odprtega robnega pogoja poglejmo še fiksno končno hitrost.
[] 

-1 +  Γ (-2 + 1) Γ + 2  1 - Γ + 1 Γ + Γ (-1 + Γ) + 0 2 - 2  +  Γ Γ + Γ (-2 + 2  + Γ - 2  Γ)

2 + Γ (-2 + Γ) + Γ
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Zadnji primer najlepše prikaže delovanje kazni za hitrost: avtomobil vozi počasi, kolikor dolgo se le da, nato pa 
zelo pospeši, da še ujame semafor – takrat vožnja ni pretirano udobna.

5. Zaporedni semaforji
Za konec si oglejmo še primer, ko zaporedoma postavimo več semaforjem na enaki razdalji, prižigajo pa se en 
za drugim z istim časovnim zamikom t0. Možno rešitev lahko najdemo tako, da problem rešujemo po kosih na 
vsakem območju med dvema semaforjema, rešitve pa morajo biti med seboj zlepljene.

sols = NestListFunctionp, Module{sol, sol2, t}, {t, sol2} = p;

sol = (DSolve[Λ +''[]  0 &&[t]  ([] /. sol2 /.   t ) &&'[t + 1]  0, [], ] //

First // First // Simplify);

sol2 = sol /. First@Solve
t

t+1

([] /. sol)   1, Λ;

{t + 1, sol2}, {0, []  0}, 8 // FullSimplify;

sol4 = Piecewise[{[] /. #〚2〛, #〚1〛 - 1 ≤  ≤ #〚1〛} & /@ sols]

0 -1 ≤  ≤ 0
3

2
(-2 + )  (-1 +0) + 0 0 ≤  ≤ 1

1

4
(15 - 3 (-4 + )  (-1 + 0) - 11 0) 1 ≤  ≤ 2

1

8
(-18 + 3 (-6 + )  (-1 + 0) + 26 0) 2 ≤  ≤ 3

1

16
(63 - 3 (-8 + )  (-1 + 0) - 47 0) 3 ≤  ≤ 4

1

32
(-42 + 3 (-10 + )  (-1 + 0) + 74 0) 4 ≤  ≤ 5

1

64
(171 - 3 (-12 + )  (-1 + 0) - 107 0) 5 ≤  ≤ 6

1

64
63 +

3

2
(-8 + ) (-6 + ) (-1 + 0) + 0 6 ≤  ≤ 7

1

256
(447 - 3 (-16 + )  (-1 + 0) - 191 0) 7 ≤  ≤ 8

0 True
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Dobili smo rešitev, ki je sicer smiselna na posameznih odsekih, vendar jasno vidimo nezveznost pospeška na 
prehodih med semaforji. Druga možna rešitev je, da na prehodih med semaforji zahtevamo ohranitev 
pospeška.
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Rešitev je zdaj sicer res gladka, vendar hitrost podivja. V resnici nam je ostal še en prosti parameter za prilaga-
janje: začetni pospešek  ' (0). Ročno ga lahko prilagajamo in poskusimo zadeti vrednost, ki da smiselno 
rešitev.
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 '(0) = -1.7322

Sicer pa ne pozabimo: ker imamo ponovno opravka samo s kvadratičnim pribitkom na pospešku, je zgornja 
naloga pravzaprav le zlepljanje parabol.


