Variacijska metoda

1. naloga pri predmetu Modelska analiza
Domen Vaupotic

V nalogi bomo obravnavali voznjo avtomobila do semaforja. Avtomobil se nahaja na razdalji s, od semaforja,
na katerem gori rdeca luc, in ima zacetno hitrost v,. Semafor Zelimo prevoziti ravno ob ¢asu t,, ko se na
semaforju prizge zelena lu¢. Zelimo, da je voZnja do semaforja karseda “optimalna”, pri ¢emer bomo ta pogoj
definirali na razli¢ne nacine.

Problem prevedemo v matemati¢no obliko: iS¢emo funkcijo v(t), tako da veljata pogoja
(1) v(0)=vy in
(2) [ev(t)dt=s,.
Optimalnost voZnje definiramo prek minimizacije neke cenovne funkcije, npr. kvadrata pospeska, to pa skupaj
s pogojem (2) zapiSemo v obliki Lagrangeve funkcije z neznanim multiplikatorjem A:
L=v(t)* - Av(t).
Minimiziramo akcijo:
JZ"L(V, \'/)dté min.
Ta variacijski problem lahko resimo z Euler-Lagrangevimi enacbami:
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Analiti¢ne izracune na roko smo pokazali na predavanjih, zato se v nalogi raje igrajmo s sposobnostmi
Mathematice.
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1. Brezdimenzijske kolicine

V prvem delu bomo problem prevedli na brezdimenzijske kolicine, s ¢im bomo ugotovili, koliko pravih prostih
parametrov ima problem. ZapiSimo Se enkrat Lagrangian in izracunajmo E-L-enacbo:
<< VariationalMethods™

L=v'[t]12-2av[t];
ee = EulerEquations[L, v[t], t] // FullSimplify

A+ 2V [t] =

Da lahko to enacbo pretvorimo v brezdimenzijske koli¢ine, moramo podati fizikalne kolicine, ki jih predstavl-
jajo spremenljivke.

eqs = ee /. {1 > Quantityvariable[")", "Length" "Time“"'] ,
v - QuantityVvariable["v", "Speed"], t -» QuantityVvariable["t", "Time"] }
A+2V7[t] =
Brezdimenzijske koli¢ine bomo oznacevali z velikimi (pisanimi) ¢rkami. Ce uporabimo zgolj dobljeno diferen-
cialno enacbo, dobimo ne prevec uporabno obliko z naborom novih, arbitrarnih konstant K[i]:

NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, A}, {7, V, A}, "DimensionalizationRules"]
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Podati moramo namrec Se druge znane kolicine, ki nastopajo v problemu.

eqs = {eqs, V == Vg, t == tp, s = Sp}

NondimensionalizationTransform[eqgs, {t, v, A, s}, {7, V, A, S}] // First
NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, A, s}, {7, V, A, S}, "DimensionalizationRules"]
NondimensionalizationTransform[eqs, {t, v, A, s}, {7, V, A, S}, "NondimensionalizationRules"]
{)L+2V” [t] == @, V == Vp, t = t@_‘ S == S@}
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Na prvi pogled se zdi, da smo dodali dve nesmiselni enacbi, a ker metoda NondimensionalizationTransformv
resnici ne “reSuje” problema, je dovolj le to, da na smiselni nac¢in omenimo dodatne kolicine. Sedajimamo
smiseln nabor brezdimenzijskih kolicin, izluscili pa se je tudi en sam parameter problema, c,. Metoda se tudi
upira dodajanju numericnih faktorjev, zato je 1/2 ostala v enacbi, Ceprav jo lahko brez tezav nesemo k definiciji
A. Ta nabor brezdimenzijskih kolicin pa vendarle ni najugodnejsa izbira, saj nam med drugim ne omogoca

zacCetne hitrosti vo = 0. Zato za hitrost raje pisSimo:
4
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Resimo sedaj dobljeno diferencialno enacbho, pri cemer dodajmo zacetni pogoj V(0) = V,.
sol = DSolve[{A+V"''[T] =0, V[O] = VO}, V[T], 71 // First // First // Simplify
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Pridelali smo druzimo parabol, ki ustrezajo zacetnemu pogoju, poleg A pa smo pridelali Se nov parameter c,.
Podajmo raje koncno vrednost hitrosti V(1) =V, saj bo ta parameter lazje intuitivno razumeti.

sol = DSolve[{A+V"''[7T] =0, V[O] = VO, V[1] == V1}, V[T ], 7] // First // First // Simplify
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Plot [Evaluate@Table[Vv[7] /. sol /. {v0 > 1, V1 - 1.5}, {A, -3, 3}1, {7, 0, 1},
PlotLegends -» Table[Row[{"A = ", A}], {4, -3, 3}], PlotLabel » "V, = 1, v; = 1.5"]
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Izmed danih parabol moramo sedaj izbrati zgolj tiste, ki ustrezajo pogoju (2), torej imajo zahtevano plos¢ino:
fvydt=sy — [VT)dT =1

Izvrednotimo integral in izraCunamo Lagrangev multiplikator A:
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Solve[%, A] // First // First
N> -6 (-2+V0+YV1)

sol2 = sol /. % // FullSimplify
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Opazimo, da nekatere izmed reSitev pravzaprav ne zadoscajo implicitnemu pogoju, da semaforja ne smemo
prevoziti pred casom 7~ = 1. Vrednost hitrosti lahko predpiSemo tudi v kaki vmesni tocki, V(7,) =V,.
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Vse, kar trenutno zares pocnemo, je le prileganje kvadratne funkcije na dani tocki (z dovoljenjem, da se izrodi v
premico).

2. Odprti robni pogoj

Sedaj lahko namesto podane koncne hitrosti dodamo zahtevo, da Zelimo semafor prevoziti s karseda veliko
hitrostjo. TakSen odprti robni pogoj lahko zapisemo kot:
L, =0 — = =0 V(1)=0
sol = DSolve[{A+V"'[7T] =0, V[O] == VO, V'[1] == O}, V[T], 71 // First // First // Simplify
J: (V[7] /. sol) d7T ==

First@Solve[%, A]
sol2 = sol /. % // FullSimplify
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Vse parabole se sekajo v isti tocki, ponovno pa lahko dobimo nedovoljena prehitra preckanja semaforja.

3. Druge oblike funkcionala

Optimalno voZnjo lahko definiramo tudi s kakSnim drugim Lagrangianom. Ponovimo postopek za Lagrangian
s poljubno potenco na pospesku:
L=v(t)" = Av(t).

L= v'[t]"-Av[t];
ee = EulerEquations[L, v[t], t] // FullSimplify

A+ (=1+n)nv/ [t] 2"V’ [t] =0
sol = DSolve [{ (V' [71)" 29" [T] +A =0, V[O] == VO, V"' [1] = e}, vI7T1, {7, 0, 1},
Assumptions -» {n € PositiveIntegers, A € PositiveReals}] // First // FullSimplify
+++ Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.
-=+ Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

-+« DSolve: Unable to resolve some of the arbitrary constants in the general solution using the given boundary conditions. It is possible that

some of the conditions have been specified at a singular point for the equation.
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Dobimo zapleteno obliko resitve, Ceprav se zdi, da bi moral obstajati enostavnejsi predpis. Pomagajmo Mathe-
matici:
((V|)n—2(-vll + A= (((‘Vl)n—l)l +/~\ = (‘ﬂn—l)| + /"\

sol = DSolve [{D[(A[71"), 7] +r =0, A[T] = V' [T], V[@] = Ve},
{ALT1, VIT1}, {T, @, 1}] // First // FullSimplify

-+= Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.

-+«  Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.
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Solve([%, c;, Reals] // First // First
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sol = sol[2] /. % // FullSimplify // Expand

o ATYTER (A-TA) TR (AT A)
VI[T] >VO+A "~ -1n — - +
n A n A

1
-r (V[7] /. sol) d7T ==
(*]

1
(=1+n) A1m )
Yo+ ———————— =1 if Re[
-1+2n

} <18&Re[A] > 08K IM[A] =
1-n

Refine[%, n € PositiveIntegers & A € PositiveReals & n > 1]
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Solve[%, A] // First // First

++« Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information.
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sol2 = FullSimplify[sol /. %,
Assumptions -» n € PositiveIntegers & c; € PositiveReals && 7~ € PositiveReals]
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Dobljena resitev bi sicer lahko Se polep3ali - Mathematica se temu upira, ker imamo opravka z necelimi ekspo-
nenti (ki so privzeto definirane prek glavne vrednosti, npr. (-1)* = 1/2 +0.86i). Potrebujemo torej trik:

s0l2 = FullSimplify@Exp[FullSimplify@PowerExpand[Log[so0l2]]] // Expand
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Preverimo, da pri n = 2 dobimo isto resitev kot pre;j.

V[T] /.s0l12 /. n- 2 // FullSimplify
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Oglejmo si, kaj se dogaja s povecevanjem eksponenta n.
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Videti je, da voznja limitira proti enakomerno pospesenemu gibanju. Preverimo.
Limit [V [7] /. s0l2, n » o]

-27 (-1+V0) +VO

Zares, limita je enakomerno pospeseno gibanje!

4. Kvadraticni Clen v hitrosti

K cenovni funkciji sedaj dodajmo $e kvadrati¢ni prebitek za hitrost voZnje y v2 - s tem torej Zelimo prepreciti
prehitro voznjo.

L= v'[t]2+yVv[t]1®2-Av[t];
ee = EulerEquations[L, v[t], t] // FullSimplify
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Resitve tokrat niso vec parabole .
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S povecevanjem I gibanje limitira v enakomerno pospeseno. Preverimo, da v limiti ' = 0 dobimo isto resitev

kot prej.

Limit [V [7] /. s0l2, T' » @] // FullSimplify
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Namesto odprtega robnega pogoja poglejmo Se fiksno koncno hitrost.
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Zadniji primer najlepse prikaze delovanje kazni za hitrost: avtomobil vozi pocasi, kolikor dolgo se le da, nato pa
zelo pospesi, da Se ujame semafor - takrat voznja ni pretirano udobna.

5. Zaporedni semaforji

Za konec si oglejmo Se primer, ko zaporedoma postavimo vec semaforjem na enaki razdalji, prizigajo pa se en
za drugim z istim ¢asovnim zamikom t,. Mozno reSitev lahko najdemo tako, da problem reSujemo po kosih na
vsakem obmocju med dvema semaforjema, reSitve pa morajo biti med seboj zlepljene.

sols = NestList[Function[p, Module[{sol, sol2, t}, {t, sol2} =p;

sol = (DSolve[A+V"''[7T] == @&&V[t] == (V[T] /.s0l2 /. T »>t)8&V'[t+1] =0, V[T], T]1//
First // First // Simplify);

t+1
sol2 =sol /. Fir‘st@Solve[I (V[7] /.sol)yd7 =1, A];
t

(t+1, solz}]], (0, V[T] » Vvo}, 8] // Fullsimplify;
sol4 = Piecewise[{V[7T] /. #[2], #[1] -1 <7 < #[1]} & /@sols]
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Dobili smo resitev, ki je sicer smiselna na posameznih odsekih, vendar jasno vidimo nezveznost pospeska na
prehodih med semaforji. Druga mozna resitev je, da na prehodih med semaforji zahtevamo ohranitev

pospeska.
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Resitev je zdaj sicer res gladka, vendar hitrost podivja. V resnici nam je ostal $e en prosti parameter za prilaga-
janje: zacetni pospesek V' (0). Ro¢no ga lahko prilagajamo in poskusimo zadeti vrednost, ki da smiselno
reSitev.
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Sicer pa ne pozabimo: ker imamo ponovno opravka samo s kvadrati¢nim pribitkom na pospesku, je zgornja
naloga pravzaprav le zlepljanje parabol.



